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1.1 1-10 题

1.1.1 第 1 题

题目 1. 求：

lim
x→0

p 次︷ ︸︸ ︷
tan tan · · · tanx−

p 次︷ ︸︸ ︷
sin sin · · · sinx

tanx− sinx

解: 只需重复嵌套泰勒公式即可。
由于

tanx = x+
1

3
x3 + o(x3)

sinx = x− 1

6
x3 + o(x3)

因此

tan tanx = tanx+
1

3
tan3 x+ o(x3) = x+

2

3
x3 + o(x3)

sin sinx = sinx− 1

6
sin3 x+ o(x3) = x− 2

6
x3 + o(x3)

以此类推，
p 次︷ ︸︸ ︷

tan tan · · · tanx = x+
p

3
x3 + o(x3)

p 次︷ ︸︸ ︷
sin sin · · · sinx = x− p

6
x3 + o(x3)

因此：

lim
x→0

p 次︷ ︸︸ ︷
tan tan · · · tanx−

p 次︷ ︸︸ ︷
sin sin · · · sinx

tanx− sinx

=
p
3
x3 − p

6
x3 + o(x3)

1
3
x3 − 1

6
x3 + o(x3)

= p

1
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1.1.2 第 2 题

题目 2. 求：
lim

x→+∞

[
(a+ x)

1+ 1
x − x1+ 1

x+a

]

解: 法一：

lim
x→+∞

[
(a+ x)

1+ 1
x − x1+ 1

x+a

]
= lim

x→+∞
x1+ 1

x+a

[
e(1+

1
x) ln(a+x)−(1+ 1

x+a) ln x − 1
]

= lim
x→+∞

x
1

x+a · x ·
[(

1 +
1

x

)
ln(a+ x)−

(
1 +

1

x+ a

)
lnx

]
= lim

x→+∞

[
(x+ 1) ln(a+ x)− (x+ 1) lnx+

lnx

x+ a

]
= lim

x→+∞
(x+ 1) ln

(
1 +

a

x

)
= lim

x→+∞
(x+ 1)

a

x

= a

法二：

lim
x→+∞

[
(a+ x)

1+ 1
x − x1+ 1

x+a

]
= lim

x→+∞

[
(a+ x)

1+ 1
x − x1+ 1

x

]
− lim

x→+∞

[
x1+ 1

x+a − x1+ 1
x

]
= lim

x→+∞
x1+ 1

x

[
e(1+

1
x) ln(1+ a

x) − 1
]
− lim

x→+∞
x1+ 1

x

[
e(

1
x+a− 1

x) ln x − 1
]

= lim
x→+∞

x

[(
1 +

1

x

)
ln
(
1 +

a

x

)]
− lim

x→+∞
x

[(
1

x+ a
− 1

x

)
lnx

]
= lim

x→+∞

[
(1 + x)

a

x

]
− lim

x→+∞

[(
− a

x+ a

)
lnx

]
= a

2
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1.1.3 第 3 题

题目 3. 求：
lim

x→+∞

[(
x3 +

x

2
− x3 tan 1

x

)
e
1
x −

√
1 + x6

]

解:

lim
x→+∞

[(
x3 +

x

2
− x3 tan 1

x

)
e
1
x −

√
1 + x6

]
t= 1

x= lim
x→+∞

(
1 + 1

2
t2 − tan t

)
et − 1 + 1−

√
1 + t6

t3

= lim
x→+∞

(
1 + 1

2
t2 − tan t

)
et − 1

t3
− lim

x→+∞

√
1 + t6 − 1

t3

= lim
x→+∞

(
1 + 1

2
t2 −

(
t+ 1

3
t3 + o(t3)

))
et − 1

t3
− lim

x→+∞

1
2
t6

t3

= lim
x→+∞

(
1 + 1

2
t2 − t

)
et − 1

t3
− 1

3

= lim
x→+∞

(
1 + 1

2
t2 − t+ t− 1

)
et

3t2
− 1

3

= −1

6

1.1.4 第 4 题

题目 4. 求：
lim

x→+∞

[
−
√
x4 + x3 + x2 + x+ 1− 3

√
x3 + x2 + x+ 1 · ln(x+ ex)

x

]

解:

lim
x→+∞

[
−
√
x4 + x3 + x2 + x+ 1− 3

√
x3 + x2 + x+ 1 · ln(x+ ex)

x

]
= lim

x→+∞

[
4
√
x4 + x3 + x2 + x+ 1− 3

√
x3 + x2 + x+ 1 +

3
√
x3 + x2 + x+ 1

x
ln
(

ex

x+ ex

)]
t= 1

x= lim
t→0+

4
√
t4 + t3 + t2 + t+ 1− 3

√
t3 + t2 + t+ 1

t
+ lim

x→+∞
3

√
1 +

1

x
+

1

x2
+

1

x3
ln
(
1− x

x+ ex

)
= lim

t→0+

t
4
+ 1−

(
t
3
+ 1
)
+ o (t)

t

3
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= − 1

12

1.1.5 第 5 题

题目 5. 求：
lim

x→+∞
[x · e 1

x · arctan x2 + x− 1

(x+ 1) (x+ 2)
− π

4
· x]

解:

lim
x→+∞

[x · e 1
x · arctan x2 + x− 1

(x+ 1) (x+ 2)
− π

4
· x]

= lim
x→+∞

x[e
1
x · arctan x2 + x− 1

(x+ 1)(x+ 2)
− π

4
]

t= 1
x= lim

t→0

et · arctan 1+t−t2

(t+1)(2t+1)
− π

4

t

= lim
t→0

et

arctan 1 + t− t2

(t+ 1) (2t+ 1)
+

(1−2t)(t+1)(2t+1)−(4t+3)(1+t−t2)
(1+t)2(2t+1)2

1 +
[

1+t−t2

(t+1)(2t+1)

]2


=
π

4
− 1

题目 5 的注记. 也可使用
arctanA± arctanB = arctan A±B

1∓AB

1.1.6 第 6 题

题目 6. 求：

lim
n→∞

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2

解:
法一：

我们先粗略估计一下。由于 k ≤ m，因此 sin kπ
n2 ≈ kπ

n2 那么

lim
n→∞

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2
≈ lim

n→∞

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
kπ

n2
= π

∫ 1

0

(1 + x)xdx =
5

6
π

4
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但是如果直接使用带有 Peano 余项的 Taylor 公式，会出现一个问题，即余项为无穷个无穷小累加并不
一定是无穷小。这是因为 Peano 余项的精度不够，因此考虑使用带有 Lagrange 余项的 Taylor 公式:

sinx = x− x3

6
cos(θx)(0 < θ < 1)

因此

sin kπ

n2
=

kπ

n2
− π3

6

k3

n6
cos(θkx)(0 < θk < 1)

因此
n∑

k=1

(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2
=

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
kπ

n2
− π3

6

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
k3

n6
cos(θkx)

第一部分极限为 5
6
π, 下面考虑第二部分：

0 ≤

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
1 +

k

n

)
k3

n6
cos(θkx)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
k3

n6

=
1

n2
· 1
n

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
k3

n3
→ 0(n → ∞)

因此

lim
n→∞

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2
=

5

6
π

法二：

我们只需要证明

lim
n→∞

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2
= lim

n→∞

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
kπ

n2

即可，即 ∀ε > 0, ∃N 当 n > N 时，有∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2
−

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
kπ

n2

∣∣∣∣∣ < Mε(M > 0)

由于

sin kπ

n2
∼ kπ

n2

因此 ε > 0, ∃δ > 0, 当 0 < kπ
n2 < δ 时，有∣∣∣∣sin kπ

n2
− kπ

n2

∣∣∣∣ < kπ

n2
ε

5
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记 N =
√

kπ
δ
因此

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2
−

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
kπ

n2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
1 +

k

n

)(
sin kπ

n2
− kπ

n2

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

(
1 +

k

n

)(
sin kπ

n2
− kπ

n2

)∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=N

(
1 +

k

n

)(
sin kπ

n2
− kπ

n2

)∣∣∣∣∣
≤ ε+

n∑
k=N

(
1 +

k

n

)
kπ

n2
ε

≤ Mε

因此

lim
n→∞

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2
=

5

6
π

1.1.7 第 7 题

题目 7. 求：

lim
x→0

√
1+x
1−x

4

√
1+2x
1−2x

· · · 2n

√
1+nx
1−nx

− 1

3π arctanx− (x2 + 1) arctan3x

解:
首先观察分母，(x2 + 1) arctan3x 是 3π arctanx 的高阶无穷小。

下面证明

3π arctanx−
(
x2 + 1

)
arctan3x ∼ 3π arctanx ∼ 3πx((x → 0))

事实上

lim
x→0

3π arctanx− (x2 + 1) arctan3x

3π arctanx
= 1

因此

lim
x→0

√
1+x
1−x

4

√
1+2x
1−2x

· · · 2n

√
1+nx
1−nx

− 1

3π arctanx− (x2 + 1) arctan3x

= lim
x→0

e
∑n

k=1
1
2k ln( 1+kx

1−kx) − 1

3π arctanx

= lim
x→0

n∑
k=1

1

2k
ln
(
1 + kx

1− kx

)
− 1

3πx

6
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= lim
x→0

∑n
k=1

1
2k

· 1−kx
1+kx

· k(1−kx)+k(1+kx)

(1−kx)2

3π

=
1

3π
lim
x→0

n∑
k=1

1

1− k2x2

=
n

3π

1.1.8 第 8 题

题目 8. 求：
lim
x→0

1− cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x · · · n
√

cosx
x2

解:

lim
x→0

1− cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x · · · n
√

cosx
x2

= lim
x→0

∑n
k=1

sin kx
x

(cos kx)
1
k−1

2x

=
1

2

n∑
k=1

lim
x→0

sin kx

x
(cos kx) 1

k−1

=
1

2

n∑
k=1

k

=
n(n+ 1)

4

1.1.9 第 9 题

题目 9. 求：
lim

x→0+

[
ln (x ln a) · ln

(
ln ax

ln x
a

)]

解:

lim
x→0+

[
ln (x ln a) · ln

(
ln ax

ln x
a

)]
= lim

x→0+

[
ln (x ln a) · ln

( ln x
a
+ 2 ln a

ln x
a

)]
= lim

x→0+
ln (x ln a) · 2 ln a

ln x
a

7
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= 2 ln a · lim
x→0+

1
x ln a

· ln a
a
x
· 1
a

= 2 ln a

1.1.10 第 10 题

题目 10.
lim
n→∞

n sin (2eπ · n!)

解: 解：考虑 ex 的麦克劳林公式，带入 x = 1 得 e 的级数定义：

考虑

e =
∞∑
k=0

1

k!
=

n∑
k=0

1

k!
+

∞∑
j=n+1

1

j!

那么

lim
n→∞

n sin (2πen!)

= lim
n→∞

n sin
[
2π

(
n∑

k=0

1

k!
+

∞∑
j=n+1

1

j!

)
n!

]

= lim
n→∞

n sin
[
2π

(
∞∑

j=n+1

1

j!

)
n! + 2π (2 + n+ · · ·+ n!)

]

= lim
n→∞

n sin
{
2π

[
1

(n+ 1)!
+ o

(
1

(n+ 1)!

)]
n!

}
= lim

n→∞
n sin

[
2π

n+ 1
+ o

(
1

n+ 1

)]
= lim

n→∞
n

[
2π

n+ 1
+ o

(
1

n+ 1

)]
= 2π

8
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1.2 11-20 题

1.2.1 第 11 题

题目 11.
lim
n→∞

n2 [n sin (2eπ · n!)− 2π]

解: 解：这是第 10 题的加边问题，处理方法和第 10 题类似，依旧考虑 e 的级数定义。

考虑

e =
∞∑
k=0

1

k!
=

n∑
k=0

1

k!
+

∞∑
j=n+1

1

j!

那么

lim
n→∞

n2 [n sin (2πen!)− 2π]

= lim
n→∞

n2

[
n sin

(
2π

(
n∑

k=0

1

k!
+

∞∑
j=n+1

1

j!

)
n!

)
− 2π

]

= lim
n→∞

n2

{
n sin

[
2π

(
∞∑

j=n+1

1

j!

)
n! + 2π (2 + n+ · · ·+ n!)

]
− 2π

}

= lim
n→∞

n2

{
n sin

[
2π

n+ 1
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ o

(
1

n3

)]
− 2π

}

由于

sinx = x− 1

6
x3 + o(x3)

因此

sin
[

2π

n+ 1
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ o

(
1

n3

)]
=

2π

n+ 1
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
− 1

6
· 8π3

(n+ 1)3
+ o

(
1

n3

)

因此

lim
n→∞

n2

{
n sin

[
2π

n+ 1
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ o

(
1

n3

)]
− 2π

}
= lim

n→∞
n2

[
2πn

n+ 1
+

2πn

(n+ 1)(n+ 2)
+

2πn

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
− n

6
· 8π3

(n+ 1)3
+ o

(
1

n2

)
− 2π

]
= 2π − 4

3
π3 + 2π lim

n→∞
n2

[
n

n+ 1
+

n

(n+ 1)(n+ 2)
− 1

]
9



Math
Enth

usi
ast

卢鹏博——极限 50 题解答

= 2π − 4

3
π3 − 2π lim

n→∞

2n2

(n+ 1)(n+ 2)

= −2π − 4

3
π3

1.2.2 第 12 题

题目 12. 设数列 an 满足 a1 = 1 , 且 an+1 =
an

(n+1)(an+1)
, n ≥ 1 , 求极限 lim

n→∞
n!an

解: 解：由于
an+1 =

an
(n+ 1) (an + 1)

那么
1

an+1

= (n+ 1) +
n+ 1

an

令 bn = n!an，那么 b1 = 1 则：
1

bn+1

− 1

bn
=

1

n!

那么
1

bn+1

=
1

b1
+

n∑
k=1

1

k!
=

n∑
k=0

1

k!

因此

lim
n→∞

n!an = lim
n→∞

bn =
1

e

1.2.3 第 13 题

题目 13. 求：
lim
n→∞

(
n+1
√
(n+ 1)!− n

√
n!
)

解: 首先，我们证明：
n
√
n! ∼ n

e
(n → ∞)

事实上

lim
n→∞

n
√
n!

n
= elimn→∞

1
n

∑n
k=1 ln( k

n) = e
∫ 1
0

ln xdx= 1
e

因此
n
√
n! ∼ n

e
(n → ∞)

10
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lim
n→∞

(
n+1
√
(n+ 1)!− n

√
n!
)

= lim
n→∞

n
√
n!
(
e

ln(n+1)!
n+1 − ln n!

n − 1
)

= lim
n→∞

n

e
·
[

ln (n+ 1)!

n+ 1
− lnn!

n

]
= lim

n→∞

1

e
· n ln (n+ 1)− lnn!

n+ 1

=
1

e
lim
n→∞

(n+ 1) ln (n+ 2)− (n+ 1) ln (n+ 1)

1

=
1

e
lim
n→∞

(n+ 1) ln
(
1 +

1

n+ 1

)
=

1

e

1.2.4 第 14 题

题目 14. 求：

lim
n→∞

√
n

(
1−

n∑
k=1

1

n+
√
k

)

解: 由于：

√
n

(
1−

n∑
k=1

1

n+
√
k

)

=
√
n

n∑
k=1

(
1

n
− 1

n+
√
k

)

=
√
n

n∑
k=1

√
k

n(n+
√
k)

且：
n∑

k=1

√
k√

n(n+
√
n)

≤
√
n

n∑
k=1

√
k

n(n+
√
k)

≤
n∑

k=1

√
k

n3/2

下面考虑
∑n

k=1

√
k 事实上，由于

lim
n→∞

∑n
k=1

√
k

n3/2
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

√
k

n
=

∫ 1

0

√
xdx =

2

3

因此
n∑

k=1

√
k ∼ 2

3
n

3
2 (n → ∞)

11
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那么

lim
n→∞

n∑
k=1

√
k√

n(n+
√
n)

= lim
n→∞

n∑
k=1

√
k

n3/2
=

2

3

因此

lim
n→∞

√
n

(
1−

n∑
k=1

1

n+
√
k

)
=

2

3

1.2.5 第 15 题

题目 15. An = n
n2+1

+ n
n2+22

+ · · ·+ n
n2+n2 , 求 limn→∞ n

(
π
4
−A

)

解: 经典的加边题目，我们证明一个更一般的结论：
f(x) 在 [a, b] 上二阶导函数连续，求证:

lim
n→∞

n

[
b− a

n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a

n

)
−
∫ b

a

f(x)dx

]
=

b− a

2
[f(b)− f(a)]

证明：将 f(x) 在

xk = a+ k
b− a

n

处用带有拉格朗日余项的泰勒公式展开，则存在

ξk ∈
(
a+ (k − 1)

b− a

n
, a+ k

b− a

n

)
(k = 1, 2 · · ·n)

使得

f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
f ′′(ξk)

2
(x− xk)

2

由于

(b− a)
n∑

k=1

f(a+ k
b− a

n
) =

n∑
k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f(xk)dx

n

∫ b

a

f(x)dx =

n∑
k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f(x)dx

由于 f(x) 在 [a, b] 上二阶导函数连续，那么

∃M = max|f ′′([a, b])|

且有 ∣∣∣∣∣(b− a)
n∑

k=1

f(a+ k
b− a

n
)− n

∫ b

a

f(x)dx+
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f ′(xk)(x− xk)dx

∣∣∣∣∣
12
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=

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

[f(xk) + f ′(xk)(x− xk)− f(x)]dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f ′′(ξk)

2
(x− xk)

2dx

∣∣∣∣∣
≤ M

2

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

(x− xk)
2dx

∣∣∣∣∣
=

M

6

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

n(x− xk)
3 |a+k b−a

n

a+(k−1) b−a
n

∣∣∣∣∣
=

M(b− a)3

6n
→ 0(n → ∞)

因此

lim
n→∞

[
(b− a)

n∑
k=1

f(a+ k
b− a

n
)− n

∫ b

a

f(x)dx

]

= − lim
n→∞

[
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f ′(xk)(x− xk)dx

]

= − lim
n→∞

1

2

n∑
k=1

nf ′(xk)(x− xk)
2 |a+k b−a

n

a+(k−1) b−a
n

= lim
n→∞

(b− a)2

2n

n∑
k=1

f ′(a+ k
b− a

n
)

=
b− a

2

∫ b

a

f ′(x)dx

=
b− a

2
[f(b)− f(a)]

注：若 f(x) 在 [a, b] 上有连续的 p+ 1 阶导函数，则此题还可以推广到如下形式：

lim
n→∞

np

{[
p−1∑
k=0

(−1)k · (b− a)k+1

k! · (k + 1)nk+1

n∑
i=1

f (k)(xi)

]
−
∫ b

a

f(x)dx

}
=

(−1)p+1(b− a)p

(p+ 1)!

[
f (p−1)(b)− f (p−1)(a)

]
其中 xi = a+ i b−a

n
(i = 1, 2 · · ·n)

由于证明过程较为繁琐，此处不再叙述。具体证明过程详见https://zhuanlan.zhihu.com/p/931322500。

对于此题，令

f(x) =
1

1 + x2
, a = 0, b = 1

则

lim
n→∞

n
(π
4
−A

)
=

0− 1

2

(
1

2
− 1

)
=

1

4

13
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1.2.6 第 16 题

题目 16. 求:
lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

∑n
k=0 lnCk

n

n2

解: 使用 Stolz 公式，有：

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

∑n
k=0 lnCk

n

n2

= lim
n→∞

∑n+1
k=0 lnCk

n+1 −
∑n

k=0 lnCk
n

(n+ 1)2 − n2

= lim
n→∞

∑n
k=0 ln Ck

n+1

Ck
n

− lnCn+1
n+1

2n+ 1

= lim
n→∞

∑n
k=0 ln n+1

n−k+1

2n+ 1

由于
n∑

k=0

ln(n− k + 1) =
n+1∑
k=1

ln(k) = ln(n+ 1)!

因此：

lim
n→∞

∑n
k=0 ln n+1

n−k+1

2n+ 1

= lim
n→∞

(n+ 1) ln(n+ 1)−
∑n+1

k=1 ln(k)
2n+ 1

= lim
n→∞

(n+ 1) ln(n+ 1)− n lnn− ln(n+ 1)

(2n+ 1)− (2n− 1)

= lim
n→∞

1

2
· ln
(
n+ 1

n

)n

=
1

2

1.2.7 第 17 题

题目 17. 求:

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)

14
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解:

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)
= e

lim
n→∞

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n2

)

下面计算指数的极限

lim
n→∞

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n2

)
仿照第 6 题的做法，我们将 ln(1 + x) 使用带有 Lagrange 余项的麦克劳林公式展开：

ln (1 + x) = x− 1

2(1 + θx)2
x2(0 < θ < 1)

那么

ln
(
1 +

k

n2

)
=

k

n2
− k2

2n4(1 + θkx)2
(0 < θk < 1)

因此

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n2

)
=

n∑
k=1

(
k

n2
− k2

2n4(1 + θkx)2

)

=
1

2

(
1 +

1

n

)
−

n∑
k=1

k2

2n4(1 + θkx)2

对于第一项，极限为 1
2
, 对于第二项：

0 ≤
n∑

k=1

k2

2n4(1 + θkx)2
≤

n∑
k=1

k2

2n4
=

n(n+ 1)(2n+ 1)

12n4
→ 0(n → ∞)

因此

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)
= e

1
2 =

√
e

1.2.8 第 18 题

题目 18. 求：
lim
n→∞

1an + 2an + · · ·+ nan

nan

解: 当 a ≤ 0 时，

lim
n→∞

1an + 2an + · · ·+ nan

nan
= +∞

15
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当 a > 0 时：

lim
n→∞

1an + 2an + · · ·+ nan

nan

= lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)an

= lim
n→∞

n∑
k=0

(
k

n

)an

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

(
n− k

n

)an

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

(
1− k

n

)an

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

ean ln(1− k
n)

一方面，由于

ln
(
1− k

n

)
≤ −k

n

故
n−1∑
k=0

ean ln(1− k
n ) ≤

n−1∑
k=0

e−ak =
1− 1

ean

1− 1
ea

→ ea

ea − 1
(n → ∞)

另一方面, 总存在 N > 0，使得当 n > N 时，有

lim
n→∞

n−1∑
k=0

(
1− k

n

)an

≥ lim
n→∞

N∑
k=0

(
1− k

n

)an

=
N∑

k=0

lim
n→∞

(
1− k

n

)an

=
N∑

k=0

e−ak

=
ea − 1

eaN

ea − 1
→ ea

ea − 1
(N → ∞)

因此

lim
n→∞

1an + 2an + · · ·+ nan

nan
=

+∞, if a ≤ 0

ea

ea−1
, if a > 0

16
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1.2.9 第 19 题

题目 19. 求：

lim
n→∞

n+ n
1
2 + n

1
3 + · · ·+ n

1
n

n

解: 本题可以使用夹逼准则，也可以使用极限的定义加放缩法做出来。

法一：

一方面
n+ n

1
2 + n

1
3 + · · ·+ n

1
n

n
≥ 2n− 1

n
→ 2(n → ∞)

另一方面，对于任意 2 ≤ k ≤ n，有

n
1
k = k

√
n =

k

√√
n ·

√
n · 1 · · · 1 ≤ 2

√
n+ k − 2

k

因此：

n+ n
1
2 + n

1
3 + · · ·+ n

1
n

n

≤ 1 +

∑n
k=2

2
√
n+k−2
k

n

= 1 +
(2
√
n− 2)

∑n
k=2

1
k
+ n− 1

n

= 2 + 2
(
√
n− 1)

∑n
k=1

1
k

n
− 1

n
− 2

√
n− 1

n

事实上，
n∑

k=1

1

k
= lnn+ γ + o(1)

那么

lim
n→∞

(
√
n− 1)

∑n
k=1

1
k

n
= lim

n→∞

(
√
n− 1) (lnn+ γ + o(1))

n
= 0

因此

lim
n→∞

n+ n
1
2 + n

1
3 + · · ·+ n

1
n

n
= 2

法二：只需证明 ∣∣∣∣∣n+ n
1
2 + n

1
3 + · · ·+ n

1
n

n
− 2

∣∣∣∣∣ < ε

即可。
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记 m = ⌊
√
n⌋+ 1 因此 ∣∣∣∣∣n+ n

1
2 + n

1
3 + · · ·+ n

1
n

n
− 2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑n

k=2

(
n

1
k − 1

)
n

− 1

n

∣∣∣∣∣∣
≤

∑n
k=2

∣∣∣n 1
k − 1

∣∣∣
n

+
1

n

=

∑m
k=2

∣∣∣n 1
k − 1

∣∣∣
n

+

∑n
k=m+1

∣∣∣n 1
k − 1

∣∣∣
n

+
1

n

对于第一项:

0 ≤

∑m
k=2

∣∣∣n 1
k − 1

∣∣∣
n

≤ |
√
n− 1|+ | 3

√
n− 1|

√
n

n
→ 0(n → ∞)

对于第二项: 由于 limn→∞ n
1

k(n) = 1 (
√
n < k ≤ n). 这是因为

lim
n→∞

n
1

k(n) = e
ln n
k(n) → 1(n → ∞)

因此：∀ε > 0, ∃N > m+ 1 当 n > N 时，有∣∣∣n 1
k(n) − 1

∣∣∣ < ε

因此： ∑n
k=m+1

∣∣∣n 1
k − 1

∣∣∣
n

=

∑N
k=m+1

∣∣∣n 1
k − 1

∣∣∣
n

+

∑n
k=N+1

∣∣∣n 1
k − 1

∣∣∣
n

第一部分

0 ≤

∑N
k=m+1

∣∣∣n 1
k − 1

∣∣∣
n

≤
|N −m|

(
n1/m − 1

)
n

≤
|N −m|

(
n1/2 − 1

)
n

→ 0(n → ∞)

第二部分

0 ≤

∑n
k=N+1

∣∣∣n 1
k − 1

∣∣∣
n

≤ (N − n)ε

n
→ ε(n → ∞)

因此 ∣∣∣∣∣n+ n
1
2 + n

1
3 + · · ·+ n

1
n

n
− 2

∣∣∣∣∣ < 3ε

18



Math
Enth

usi
ast

卢鹏博——极限 50 题解答

因此

lim
n→∞

n+ n
1
2 + n

1
3 + · · ·+ n

1
n

n
= 2

1.2.10 第 20 题

题目 20.
lim
n→∞

(
1 + 2p + 3p + · · ·+ np

np
− n

p+ 1

)
其中 p 为自然数。

解: 又是经典的加边问题，参考第 15 题, 令

f(x) = xp, a = 0, b = 1

立马得到

lim
n→∞

(
1 + 2p + 3p + · · ·+ np

np
− n

p+ 1

)
=

1− 0

2
(1− 0) =

1

2

19
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1.3 21-30 题

1.3.1 第 21 题

题目 21. −1 < x0 < 1, xn =
√

1+xn−1

2
(n = 1, 2, 3 · · · ) , 求 lim

n→∞

n∏
k=1

xk

解: 由于 cos2 θ = 1+cos 2θ
2
，故可令 x0 = cos θ, 那么 x1 = cos θ

2
，归纳可得 xn = cos θ

2n

lim
n→∞

n∏
k=1

xk = lim
n→∞

n∏
k=1

cos θ

2k

= lim
n→∞

sin θ
2n

cos θ
2n

cos θ
2n−1 · · · cos θ

2

sin θ
2n

= lim
n→∞

1
2n

sin θ

sin θ
2n

=
sin θ

θ

=

√
1− x2

0

|arccosx0|

1.3.2 第 22 题

题目 22. 求：

lim
n→∞

n∑
k=1

n+ 1− k

nCk
n

解: 解：首先
Ck

n+1 =
(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
=

n+ 1

n+ 1− k
· n!

k! · (n− k)!
=

n+ 1

n+ 1− k
Ck

n

因此
n∑

k=1

n+ 1− k

nCk
n

=
n+ 1

n

n∑
k=1

1

Ck
n+1

而

0 ≤ n+ 1

n

n∑
k=1

1

Ck
n+1

≤ n+ 1

n

n∑
k=1

1
(n+1)n(n−1)

6

≤ 6

n(n− 1)
→ 0(n → ∞)

因此

lim
n→∞

n∑
k=1

n+ 1− k

nCk
n

= 0
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1.3.3 第 23 题

题目 23. 求：
lim
n→∞

∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

cos2
[ π

2n
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

]
dx1dx2 · · · dxn

解：记

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

cos2
[ π

2n
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

]
dx1dx2 · · · dxn

令 yi = 1− xi, dxi = −dyi 因此

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

cos2
[ π

2n
[n− (y1 + y2 + · · ·+ yn)]

]
dy1dy2 · · · dyn

=

∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

sin2
[ π

2n
(y1 + y2 + · · ·+ yn)

]
dy1dy2 · · · dyn

=
1

2

{∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

[
cos2

[ π

2n
(y1 + y2 + · · ·+ yn)

]
+ sin2

[ π

2n
(y1 + y2 + · · ·+ yn)

]]
dy1dy2 · · · dyn

}
=

1

2

因此

lim
n→∞

∫ 1

0

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

cos2
[ π

2n
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

]
dx1dx2 · · · dxn =

1

2

1.3.4 第 24 题

题目 24. 求：

lim
n→∞

√
n

n∏
k=1

e1−
1
k(

1 + 1
k

)k

解: 法一：

lim
n→∞

√
n

n∏
k=1

e1−
1
k(

1 + 1
k

)k
= lim

n→∞

√
n

n∏
k=1

e1−
1
k−k ln(1+ 1

k )

= lim
n→∞

√
ne

∑n
k=1[1− 1

k−k ln(1+ 1
k )]

= lim
n→∞

e
1
2 ln n+

∑n
k=1[1− 1

k−k ln(1+ 1
k )]
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考虑

Hn = lnn+ γ + o(1)

lnn! =
1

2
ln(2π) +

(
n+

1

2

)
lnn− n+ o(1)

记

γn =
n∑

k=1

1

k
− lnn

lim
n→∞

[
1

2
lnn+

n∑
k=1

(
1− 1

k
− k ln

(
1 +

1

k

))]

= lim
n→∞

[
1

2
lnn+

(
n+

1

k + 1

)
− γn+1 −

n∑
k=1

[(k + 1) ln(k + 1)− k ln k] +
n−1∑
k=1

ln(k + 1)

]

= lim
n→∞

[
1

2
lnn+ n− γn+1 − (n+ 1) ln(n+ 1) + lnn!

]
= lim

n→∞

[
1

2
lnn+ n− γ − (n+ 1) ln(n+ 1) +

1

2
ln(2π) +

(
n+

1

2

)
lnn− n+ o(1)

]
= lim

n→∞

[
(n+ 1) lnn− n ln(n+ 1)− γ + ln

√
2π
]

= −γ + ln
√
2π + lim

n→∞
(n+ 1) ln

(
1− 1

n+ 1

)
= ln

√
2π − γ − 1

因此

lim
n→∞

√
n

n∏
k=1

e1−
1
k(

1 + 1
k

)k =

√
2π

eγ+1
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法二：由 Stirling 公式
n! ∼

√
2nπ

(n
e

)n
(n → ∞)

lim
n→∞

√
n

n∏
k=1

e1−
1
k(

1 + 1
k

)k
= lim

n→∞

√
n
en · e−

∑n
k=1

1
k∏n

k=1

(
1 + 1

1

)k
= lim

n→∞

√
n

n
en

e(ln −
∑n

k=1
1
k )

2·32·43···(n+1)n

1·22·33···nn

= e−γ lim
n→∞

√
n

n
· en · n!

(n+ 1)
n

= e−γ lim
n→∞

√
n

n
· en ·

√
2nπ · nn

en

(n+ 1)
n

=
√
2πe−γ lim

n→∞

(
n

n+ 1

)n

=

√
2π

eγ+1

1.3.5 第 25 题

题目 25. f (x) 在 x0 处可导, an < x0 < bn 且 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = x0 , 证明

lim
n→∞

f (bn)− f (an)

bn − an
= f ′ (x0)

解: 法一：
考虑泰勒展开

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0)

因此

f(an) = f(x0) + f ′(x0)(an − x0) + o(an − x0)

f(bn) = f(x0) + f ′(x0)(bn − x0) + o(bn − x0)

我们下面证明 o(an − x0) = o(an − bn)

事实上，

lim
n→∞

o(an − x0)

an − x0

· an − x0

an − bn

由于 an − x0an − bn = 0 < x0 − anbn − an < 1 因此上述极限为 0，也即 o(an − x0) = o(an − bn) 同理，
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o(bn − x0) = o(bn − an) 那么

f(bn)− f(an) = f ′(bn − an) + o(bn − an)

因此

lim
n→∞

f (bn)− f (an)

bn − an
= lim

n→∞

f ′(bn − an) + o(bn − an)

bn − an
= f ′(x0)

法二：注意到：

f (bn)− f (an)

bn − an
=

f (bn)− f (x0)

bn − x0

+

(
f (bn)− f (x0)

bn − x0

− f (an)− f (x0)

an − x0

)
an − x0

bn − an

其中第一项极限为 f ′(x0)，第二项为无穷小乘有界量，极限为 0，原问题得证。

1.3.6 第 26 题

题目 26.

lim
n→∞

[(
n∑

k=1

k2

n2 + k

)
− n

3

]

解: 这也是一道经典题目，我们下面证明一个更一般的结论：
对于 ∀m ≥ 2 且 m ∈ N 证明:

lim
n→∞

[
n∑

i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1

]
=

1

2
− 1

m+ 2

证明：在正式证明之前，我们需要先知道

n∑
i=1

im

nm
=

n

m+ 1
+

1

2
+ o(1)(n → ∞)

下面我们证明这个结论：易知
∑n

i=1 i
m = am+1n

m+1 + amnm + · · ·+ a1n+ a0 因此

n∑
i=1

im

nm
= am+1n+ am + o(1)(n → ∞)

因此

am+1 = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

im

nm
=

∫ 1

0

xmdx =
1

m+ 1

那么

am = lim
n→∞

(
n∑

i=1

im

nm
− n

m+ 1

)
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根据第 20 题的结论可知

am = lim
n→∞

n

(
1

n

n∑
i=1

im

nm
−
∫ 1

0

xmdx

)
=

1

2

因此
n∑

i=1

im

nm
=

n

m+ 1
+

1

2
+ o(1)(n → ∞)

下面使用两种方法证明本题：

(法一)Abel 变换:

记 Sn =
∑n

i=1 i
m 使用 Abel 变换, 得:

n∑
i=1

im

nm + i · nm−2

=
Sn

nm + nm−1
−

n−1∑
i=1

(
1

nm + (i+ 1)nm−2
− 1

nm + i · nm−2

)
Si

=
Sn

nm + nm−1
+

n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + i+ 1)(n2 + i)

考虑

lim
n→∞

n∑
i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1

= lim
n→∞

(
Sn

nm + nm−1
− n

m+ 1

)
+ lim

n→∞

(
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + i+ 1)(n2 + i)

)

对于第一项：

lim
n→∞

(
Sn

nm + nm−1
− n

m+ 1

)
= lim

n→∞

(
Sn

nm
· n

n+ 1
− n

m+ 1

)
= lim

n→∞

(
n

m+ 1
+

1

2
+ o(1)

)
n

n+ 1
− n

m+ 1

= lim
n→∞

1

2
− n

(n+ 1)(m+ 1)

=
1

2
− 1

m+ 1
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对于第二项, 先考虑

lim
n→∞

(
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + 0)(n2 + 0)

)
那么

lim
n→∞

(
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

n4

)

= lim
n→∞


n−1∑
i=1

i∑
j=1

jm

nm

1

n2


= lim

n→∞

1

n2

n∑
i=1

i∑
j=1

(
j

n
)m − lim

n→∞

1

n2

n∑
j=1

(
j

n
)m

=

∫ 1

0

dx

∫ x

0

ymdy

=
1

(m+ 1)(m+ 2)

=
1

m+ 1
− 1

m+ 2

由 Cauchy 不等式
∑

anbn ≤
√
(
∑

a2n)(
∑

b2n)(an, bn > 0), 以及
∑

a2n ≤ (
∑

an)
2(an > 0) 因此

∑
anbn ≤

∑
an ·

√
(
∑

b2n)

因此 ∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + i+ 1)(n2 + i)
−

n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

n4

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

2n2i+ n2 + i2 + i

(n2 + i)(n2 + i+ 1)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

∣∣∣∣∣ ·
√√√√n−1∑

i=1

∣∣∣∣∣
[

2n2i+ n2 + i2 + i

(n2 + i)(n2 + i+ 1)

]2∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

∣∣∣∣∣ ·
√√√√n−1∑

i=1

(
Mn3

n4

)2

≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

∣∣∣∣∣ ·
√(

M2

n

)
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=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

∣∣∣∣∣ · M√
n
→ 0(n → ∞)

因此

lim
n→∞

(
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + i+ 1)(n2 + i)

)
=

1

m+ 1
− 1

m+ 2

因此

lim
n→∞

n∑
i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1
=

1

2
− 1

m+ 1
+

1

m+ 1
− 1

m+ 2
=

1

2
− 1

m+ 2

证毕。

(法二) 拟合法

考虑
n∑

i=1

im

nm
=

n

m+ 1
+

1

2
+ o(1)(n → ∞)

因此
n

m+ 1
=

n∑
i=1

im

nm
− 1

2
+ o(1)

因此

n∑
i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1

=
n∑

i=1

im

nm + i · nm−2
−

n∑
i=1

im

nm
+

1

2
+ o(1)

=
n∑

i=1

(
im

nm + i · nm−2
− im

nm

)
+

1

2
+ o(1)

=
1

2
−

n∑
i=1

im+1

n2(nm + i · nm−2)
+ o(1)

考虑

n∑
i=1

im+1

n2(nm + nm−1)
<

n∑
i=1

im+1

n2(nm + i · nm−2)
<

n∑
i=1

im+1

nm+2

由于

lim
n→∞

n∑
i=1

im+1

nm+2
=

∫ 1

0

xm+1dx =
1

m+ 2
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以及

lim
n→∞

n∑
i=1

im+1

n2(nm + nm−1)
= lim

n→∞

n∑
i=1

im+1

nm+2
· lim
n→∞

n

1 + n
=

1

m+ 2

因此

lim
n→∞

n∑
i=1

im+1

n2(nm + i · nm−2)
=

1

m+ 2

因此

lim
n→∞

[
n∑

i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1

]
=

1

2
− 1

m+ 2

证毕。

由此，令 m = 2, 可得

lim
n→∞

[(
n∑

k=1

k2

n2 + k

)
− n

3

]
=

1

4

1.3.7 第 27 题

题目 27.
lim
n→∞

n+ n2 + n3 + · · ·+ nn

1n + 2n + · · ·+ nn

解: 首先，由第 18 题的结论，知

lim
n→∞

1n + 2n + · · ·+ nn

nn
=

e

e− 1

因此

lim
n→∞

n+ n2 + n3 + · · ·+ nn

1n + 2n + · · ·+ nn

= lim
n→∞

n+ n2 + n3 + · · ·+ nn

nn
· lim
n→∞

nn

1n + 2n + · · ·+ nn

=
e− 1

e
lim
n→∞

n+ n2 + n3 + · · ·+ nn

nn

=
e− 1

e

[
1 + lim

n→∞

n+ n2 + n3 + · · ·+ nn−1

nn

]

又因为

0 ≤
∣∣∣∣n+ n2 + n3 + · · ·+ nn−1

nn

∣∣∣∣ ≤ (n− 2)nn−2 + nn−1

nn
→ 0(n → ∞)

因此

lim
n→∞

n+ n2 + n3 + · · ·+ nn

1n + 2n + · · ·+ nn
=

e− 1

e
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1.3.8 第 28 题

题目 28.
lim
n→∞

∫ π
3

0

sinnx

sinnx+ cosnxdx

解: 解：

lim
n→∞

∫ π
3

0

sinnx

sinnx+ cosnxdx

= lim
n→∞

∫ π
4

0

sinnx

sinnx+ cosnxdx+ lim
n→∞

∫ π
3

π
4

sinnx

sinnx+ cosnxdx

= lim
n→∞

∫ π
4

0

tannx

tannx+ 1
dx+ lim

n→∞

∫ π
3

π
4

1

1 + cotnxdx

= I1 + I2

对于 I1, 使用控制收敛定理, 得

I1 = lim
n→∞

∫ π
4

0

tannx

tannx+ 1
dx =

∫ π
4

0

lim
n→∞

tannx

tannx+ 1
dx = 0

对于 I2, 使用控制收敛定理, 得

lim
n→∞

∫ π
3

π
4

1

1 + cotnxdx =

∫ π
3

π
4

lim
n→∞

1

1 + cotnxdx =

∫ π
3

π
4

dx =
π

12

因此

lim
n→∞

∫ π
3

0

sinnx

sinnx+ cosnxdx =
π

12

1.3.9 第 29 题

题目 29.
lim
n→∞

∫ π
2

0

sinnxdx

解: 法一：使用控制收敛定理, 得

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinnxdx =

∫ π
2

0

lim
n→∞

sinnxdx = 0
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法二 (分段估计)：
解： ∫ π

2

0

sinn xdx =

∫ π
2 −ε

0

sinn xdx+

∫ π
2

π
2 −ε

sinn xdx

对于第一项： ∫ π
2 −ε

0

sinn xdx ≤ π

2
sinn

(π
2
− ε
)
→ 0(n → ∞)

对于第二项： ∫ π
2

π
2 −ε

sinn xdx ≤
∫ π

2

π
2 −ε

1ndx = ε

因此

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx = 0

1.3.10 第 30 题

题目 30.

lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + n− k2

解: 首先， ∫
1√

n2 + n− x2
dx = arcsin x√

n2 + n
+ C

一方面

n∑
k=1

1√
n2 + n− k2

=
n∑

k=1

∫ k

k−1

1√
n2 + n− k2

dx

≥
n∑

k=1

∫ k

k−1

1√
n2 + n− x2

dx =

∫ n

0

1√
n2 + n− x2

dx

另方面

n∑
k=1

1√
n2 + n− k2

=
n−1∑
k=0

∫ k+1

k

1√
n2 + n− k2

dx+

(
1√
n
− 1√

n2 + n

)

≤
n−1∑
k=0

∫ k+1

k

1√
n2 + n− x2

dx+

(
1√
n
− 1√

n2 + n

)
=

∫ n

0

1√
n2 + n− x2

dx+

(
1√
n
− 1√

n2 + n

)
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由于

lim
n→∞

∫ n

0

1√
n2 + n− x2

dx = lim
n→∞

arcsin n√
n2 + n

=
π

2

由夹逼准则，可得

lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + n− k2

=
π

2
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1.4 31-40 题

1.4.1 第 31 题

题目 31.

lim
n→∞

n2∑
k=1

n

n2 + k2

同第 30 题一样，首先 ∫
n

n2 + x2
dx = arctan x

n
+ C

一方面

n2∑
k=1

n

n2 + k2
=

n2∑
k=1

∫ k

k−1

n

n2 + k2
dx

≥
n2∑
k=1

∫ k

k−1

n

n2 + x2
dx =

∫ n2

0

n

n2 + x2
dxdx

另方面

n2∑
k=1

n

n2 + k2
=

n2−1∑
k=0

∫ k+1

k

n

n2 + k2
dx+

1

2n

≤
n2−1∑
k=0

∫ k+1

k

n

n2 + x2
dx+

1

2n

=

∫ n2

0

n

n2 + x2
dx+

1

2n

由于

lim
n→∞

∫ n2

0

n

n2 + x2
dx = lim

n→∞
arctann =

π

2

由夹逼准则，可得

lim
n→∞

n2∑
k=1

n

n2 + k2
=

π

2
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1.4.2 第 32 题

题目 32. 求：

lim
n→∞

n∑
i=1

sin 2i− 1

n2
a

解: 这也是一道典型的拟合法题目，我们下面证明一个更一般的结论：
若 f(x) ∼ x(x → 0), xn =

∑n
i=1 f

(
2i−1
n2 a

)
, 则:

lim
n→∞

xn = a

证明：事实上，如果 f(x) = x, 那么

n∑
i=1

f

(
2i− 1

n2
a

)
=

n∑
i=1

2i− 1

n2
a = a

因此我们用
∑n

i=1
2i−1
n2 a 替换 a 进行拟合。

那么我们只需要证明 |xn − a| < ε 即可，即

|xn − a|

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(
2i− 1

n2
a)−

n∑
i=1

2i− 1

n2
a

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣f(2i− 1

n2
a)− 2i− 1

n2
a

∣∣∣∣
< ε

即可。而

ε =
n∑

i=1

2i− 1

n2
ε

因此我们只需 ∣∣∣∣f (2i− 1

n2
a

)
− 2i− 1

n2
a

∣∣∣∣ < 2i− 1

n2
ε

即可。事实上，由于 f(x) ∼ x(x → 0), 那么 ∀ε > 0, ∃N > 0, n > N 时，取较小的 δ，使得 0 <∣∣x− 2i−1
n2 a

∣∣ < δ，那么就有 ∣∣∣∣∣f
(
2i−1
n2 a

)
2i−1
n2 a

− 1

∣∣∣∣∣ < ε

a

因此 ∣∣∣∣f (2i− 1

n2
a

)
− 2i− 1

n2
a

∣∣∣∣ < 2i− 1

n2
ε
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证毕.
对于本题，可自然得到

lim
n→∞

n∑
i=1

sin 2i− 1

n2
a = a

题目 32 的注记. 由于 x ∼ sinx ∼ tanx ∼ arcsinx ∼ arctanx ∼ ex − 1 ∼ ln(1 + x)(x → 0)，因此将 x

换成其它函数也成立。

1.4.3 第 33 题

题目 33.

lim
n→∞

n∑
k=1

[(
nk + 1

)− 1
k +

(
nk − 1

)− 1
k

]

解: 由于
nk ≤ nk + 1 ≤ (n+ 1)

k

因此
1

n
≥
(
nk + 1

)− 1
k ≥ 1

n+ 1

那么
n

n
≥

n∑
k=1

(
nk + 1

)− 1
k ≥ n

n+ 1

因此

lim
n→∞

n∑
k=1

(
nk + 1

)− 1
k = 1

同理可证

lim
n→∞

n∑
k=1

(
nk − 1

)− 1
k = 1

因此

= lim
n→∞

n∑
k=1

[(
nk + 1

)− 1
k +

(
nk − 1

)− 1
k

]
= 2

1.4.4 第 34 题

题目 34. 设 αk = k+
√
k2+4
2

, 求

lim
k→∞

∞∏
n=1

(
1− k

αk
n + αk

)

34



Math
Enth

usi
ast

卢鹏博——极限 50 题解答

解: 首先子 αk 是 x2 − kx− 1 = 0 的一个解，因此 α2
k − k · αk − 1 = 0 那么

∞∏
n=1

(
1− k

αn
k + αk

)

=
∞∏

n=1

(
1− k · αk

αn+1
k + α2

k

)

=
∞∏

n=1

αn+1
k + 1

αn+1
k + α2

k

= lim
n→∞

n∏
p=1

1

α2
k

· α
p+1
k + 1

αp−1
k + 1

= lim
n→∞

1

α2n
k

· (α
n+1
k + 1)(αn

k + 1)

2(αk + 1)

=
αk

2(αk + 1)

因此：

lim
k→∞

∞∏
n=1

(
1− k

αk
n + αk

)
= lim

k→∞

k+
√
k2+4
2

2
(

k+
√
k2+4
2

+ 1
) =

1

2

1.4.5 第 35 题

题目 35. 求：

lim
n→∞

∫ 1

0

n∑
k=1

n∏
i=1

(
x+

i

n2

)
x+ k

n2

dx

解: 注意到: [
n∏

k=1

(
x+

k

n2

)]′
=

n∑
k=1

n∏
i=1

(
x+

i

n2

)
x+ k

n2

因此

∫ 1

0

n∑
k=1

n∏
i=1

(
x+

i

n2

)
x+ k

n2

dx

=
n∏

k=1

(
x+

k

n2

)∣∣∣∣∣
1

0
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=
n∏

k=1

(
1 +

k

n2

)
−

n∏
k=1

(
k

n2

)

=

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)
− n!

nn · nn

对于第二项, 由 Stirling 公式 n! ∼
√
2nπ nn

en
, 可知

lim
n→∞

n!

nn · nn
= lim

n→∞

√
2nπ nn

en

nn · nn
= lim

n→∞

√
2nπ

nn · en
= 0

对于第一项，参考第 17 题的结果，知 limn→∞
∏n

k=1

(
1 + k

n2

)
=

√
e

因此

lim
n→∞

∫ 1

0

n∑
k=1

n∏
i=1

(
x+

i

n2

)
x+ k

n2

dx =
√
e

1.4.6 第 36 题

题目 36. 求：
lim
n→∞

lnn

ln (12020 + 22020 + · · ·+ n2020)

解:

lim
n→∞

lnn

ln (12020 + 22020 + · · ·+ n2020)

= lim
n→∞

ln(n+ 1)− lnn

ln
(
12020 + 22020 + · · ·+ (n+ 1)

2020
)
− ln (12020 + 22020 + · · ·+ n2020)

= lim
n→∞

ln
(
1 + 1

n

)
ln
(
1 + (n+1)2020

12020+22020+···+n2020

)
= lim

n→∞

1
n

(n+1)2020

12020+22020+···+n2020

= lim
n→∞

12020 + 22020 + · · ·+ n2020

n(n+ 1)
2020

= lim
n→∞

12020 + 22020 + · · ·+ n2020

n · n2020

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(
k

n

)2020

=

∫ 1

0

x2020dx

=
1

2021
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1.4.7 第 37 题

题目 37. 求：

lim
n→∞

n∑
k=1

1

n+ kα

解: (1). 当 α ≤ 0 时，有
1

n+ 1
≤ 1

n+ kα
≤ 1

n

因此
n

n+ 1
≤

n∑
k=1

1

n+ kα
≤ n

n

故
1

n+ 1
≤ 1

n+ kα
≤ 1

n
= 1

(2). 当 0 < α < 1 时，有
1

n+ nα
≤ 1

n+ kα
≤ 1

n

因此
n

n+ nα
≤

n∑
k=1

1

n+ kα
≤ n

n

故
1

n+ 1
≤ 1

n+ kα
≤ 1

n
= 1

(3). 当 α = 1 时，有

lim
n→∞

n∑
k=1

1

n+ k

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1

1 + k
n

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx

= ln 2

(4). 当 α > 1 时，有

0 ≤
n∑

k=1

1

n+ kα
≤

n∑
k=1

1

2
√
nkα/2

=
1

2
√
n

n∑
k=1

1

kα/2
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而

lim
n→∞

1

2
√
n

n∑
k=1

1

kα/2
= lim

n→∞

1
(n+1)α/2

2
√
n+ 1− 2

√
n
=

1

2
lim
n→∞

√
n+ 1−

√
n

(n+ 1)α/2
= 0

因此

lim
n→∞

n∑
k=1

1

n+ kα
=


1 , α < 1

ln 2 , α = 1

0 , α > 1

1.4.8 第 38 题

题目 38. 求：

lim
n→∞

(
sin ln 2

2
+ sin ln 3

3
+ · · ·+ sin lnn

n

) 1
n

解: 由于 0 < lnn < n, 因此 sin ln k
k

> 0(k = 2, 3, ·n) 那么

(
sin ln 2

2

) 1
n

≤
(

sin ln 2

2
+ sin ln 3

3
+ · · ·+ sin lnn

n

) 1
n

≤
(

ln 2

2
+

ln 3

3
+ · · ·+ lnn

n

) 1
n

≤ (1 + 1 + · · ·+ 1)
1
n ≤ n

√
n

而

lim
n→∞

(
sin ln 2

2

) 1
n

= lim
n→∞

n
√
n = 1

因此

lim
n→∞

(
sin ln 2

2
+ sin ln 3

3
+ · · ·+ sin lnn

n

) 1
n

= 1

1.4.9 第 39 题

题目 39. 求：

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

i+ j

i2 + j2
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解:

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

i+ j

i2 + j2

= lim
n→∞

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

i
n
+ j

n

( i
n
)2 + ( j

n
)2

=

∫ 1

0

∫ 1

0

x+ y

x2 + y2
dxdy

使用极坐标代换，令 x = ρ cos θ, y = ρ sin θ∫ 1

0

∫ 1

0

x+ y

x2 + y2
dxdy

= 2

∫ π
4

0

dθ

∫ 1
cos θ

0

ρ cos θ + ρ sin θ

(ρ cos θ)2 + (ρ sin θ)2
ρdρ

= 2

∫ π
4

0

dθ

∫ 1
cos θ

0

(sin θ + cos θ)dρ

= 2

∫ π
4

0

(sin θ + cos θ)
cos θ dθ

= 2(1− ln | cosx|)|
π
4
0

=
π

2
+ ln 2

1.4.10 第 40 题

题目 40. 求：

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

{n
k

}2

解:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

{n
k

}2

=

∫ 1

0

{
1

x

}2

dx

=

∫ +∞

1

{t}2

t2
dt

=

∫ +∞

1

(t− ⌊t⌋)2

t2
dt
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=
∞∑
k=1

∫ k+1

k

(t− k)2

t2
dt

=

∞∑
k=1

∫ k+1

k

(
1− 2k

t
+

k2

t2

)
dt

=
∞∑
k=1

(
2− 1

k + 1
− 2k ln k + 1

k

)

由于 limn→∞
(
1 + 1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn

)
= γ, 记 Hn = 1+ 1

2
+ · · ·+ 1

n
又由 Stirling 公式 n! ∼

√
2nπ

(
n
e

)n
则

Hn = lnn+ γ + o(1)

lnn! = ln
√
2π +

(
n+

1

2

)
lnn− n+ o(1)

因此

n∑
k=1

(
2− 1

k + 1
− 2k ln k + 1

k

)

= 2n− (Hn+1 − 1)− 2
n∑

k=1

[(k + 1) ln(k + 1)− k ln k] + 2
n∑

k=1

ln(k + 1)

= 2n+ 1−Hn+1 − 2(n+ 1) ln(n+ 1) + 2 ln(n+ 1)!

= 2n+ 1− (ln(n+ 1) + γ + o(1))− 2(n+ 1) ln(n+ 1)

+ 2

(
ln

√
2π +

(
n+

3

2

)
ln(n+ 1)− n− 1 + o(1)

)
= −1− γ + ln(2π) + o(1)

因此

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

{n
k

}2

=
∞∑
k=1

(
2− 1

k + 1
− 2k ln k + 1

k

)

= lim
n→∞

n∑
k=1

(
2− 1

k + 1
− 2k ln k + 1

k

)
= lim

n→∞
(−1− γ + ln(2π) + o(1))

= −1− γ + ln(2π)
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1.5 41-51 题

1.5.1 第 41 题

题目 41. 求：

lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)k

解: (法一)：

n∑
k=1

(
k

n

)k

=
∑

2≤k≤n− 4
√
n

(
k

n

)k

+
∑

n− 4
√
n≤k≤n

(
k

n

)k

+
1

n
−
(
n− 4

√
n

n

)n− 4
√
n

对于第一部分，我们有 (
k

n

)k

<
M

n5/4

(
2 ≤ k ≤ n− 4

√
n
)

这是因为
(
k
n

)k
的最大值仅在端点处取得。

事实上，若令 f(x) =
(
x
n

)x
(1 < x < n), 那么

f ′(x) =
(x
n

)x [
ln
(x
n

)
+ 1
]

因此 f(x) 在
[
1, n

e

]
单调递减，在

[
n
e
, n
]
单调递增。

因为 (
2

n

)2

<
4

n5/4

由此，我们只需 (
n− 4

√
n

n

)n− 4
√
n

<
M

n5/4

也即
5

4
lnn− lnM < (n− 4

√
n) ln

(
1 +

4
√
n

n− 4
√
n

)
而 lnx > 1− 1

x

故

(n− 4
√
n) ln

(
1 +

4
√
n

n− 4
√
n

)
> n1/4 − 1√

n

只需

lnM >

(
5

4
lnn+

1√
n
− n1/4

)
max
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令 g(x) = 5
4

lnx+ 1√
x
− x1/4, 则

g′(x) =
5

4
· 1
x
− 1

2
· 1

x3/2
− 1

4
· 1

x3/4
=

1

4x3/2

(
5x

1
2 − x

3
4 − 2

)
令 h(x) = 5x

1
2 − x

3
4 − 2 则 h′(x) = 1

4x

(
10x

1
2 − 3x

3
4

)
令 h′(x) = 0，则 x0 =

1000
81

,因此 h(x)在 [0, x0]单调递增，在 [x0,+∞)单调递减，且 h(x0) =
446
27

> 0

且由 h(0) = −2 < 0, h(+∞) = −∞ 可知 h(x) 存在两个确定的零点 x1, x2,x1 < x2

因此 g(x) 在 (0, x1) 单调递减，在 (x1, x2) 单调递增，在 (x2,+∞) 单调递减。

记

max
x1<x<x2

eg(x) = M1

因此只需取

M = max {4,M1}

那么就有 (
k

n

)k

<
M

n5/4

(
2 ≤ k ≤ n− 4

√
n
)

因此

0 <
∑

2≤k≤n− 4
√
n

(
k

n

)k

<
M

n1/4
→ 0(n → ∞)

对于第二部分, 有

∑
n− 4

√
n≤k≤n

(
k

n

)k

=
∑

0≤k≤ 4
√
n

(
n− k

n

)n−k

=
∑

0≤k≤ 4
√
n

e(n−k) ln(1− k
n)

由于 0 ≤ k ≤ 4
√
n, 因此：

ln
(
1− k

n

)
= −k

n
+O

(
k2

n2

)
因此

e(n−k) ln(1− k
n)

= e−k+ k2

n +O( k2

n )

= e−k · e k2

n +O( k2

n )

= e−k

[
1 +O

(
k2

n
+O

(
k2

n

))]
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= e−k

[
1 +O

(
k2

n

)]

因此

∑
n− 4

√
n≤k≤n

(
k

n

)k

=
∑

0≤k≤ 4
√
n

e−k

[
1 +O

(
k2

n

)]

=
e− 1

e
4√n

e− 1
+

∑
0≤k≤ 4

√
n

e−kO

(
k2

n

)

由于

0 <

∣∣∣∣∣∣
∑

0≤k≤ 4
√
n

e−kO

(
k2

n

)∣∣∣∣∣∣ < A
∑

1≤k≤ 4
√
n

k

n
=

A

2
· (

4
√
n+ 1) 4

√
n

n
→ 0(n → ∞)

而后两部分极限为 0

因此

lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)k

= lim
n→∞

 ∑
2≤k≤n− 4

√
n

(
k

n

)k

+
∑

n− 4
√
n≤k≤n

(
k

n

)k

+
1

n
−
(
n− 4

√
n

n

)n− 4
√
n


= lim
n→∞

e− 1

e
4√n

e− 1

=
e

e− 1
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(法二)
一方面, 总存在 N > 0，使得当 n > N 时，有

n∑
k=1

(
k

n

)k

≥
n∑

k=1

(
k

n

)n

≥
N∑

k=0

(
1− k

n

)n

→ e

e− 1
(N → ∞)

另一方面

n∑
k=1

(
k

n

)k

=
n−2∑
k=0

(
1− k

n

)n−k

+
1

n
=

n−2∑
k=0

e(n−k) ln(1− k
n) +

1

n

≤
∑

0≤k< 4
√
n

e−k+ k2

n +
∑

4
√
n≤k≤n−2

e(n−k) ln(1− k
n) +

1

n

≤ e
1√
n

∞∑
k=0

e−k + max

 ∑
4
√
n≤k≤n−2

e−
4
√
n+ 2√

n ,
∑

4
√
n≤k≤n−1

e2 ln( 2
n)

+
1

n

第一部分极限为 e
e−1
，第三部分极限为 0，下面分别考虑第二部分第一项和第二项：

0 ≤

∣∣∣∣∣∣
∑

4
√
n≤k≤n−2

e−
4
√
n+ 1√

n

∣∣∣∣∣∣ ≤ ne−
4
√
n+ 1√

n → 0(n → ∞)

0 ≤

∣∣∣∣∣∣
∑

4
√
n≤k≤n−2

e2 ln( 2
n)

∣∣∣∣∣∣ ≤ n · 4

n2
→ 0(n → ∞)

由夹逼准则可知

lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)k

=
e

e− 1
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1.5.2 第 42 题

题目 42. 求：

lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)αk

(α > 0)

解: 仿照第 41 题可得

lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)αk

=
eα

eα − 1

1.5.3 第 43 题

题目 43. 求：

lim
n→∞

n∑
k=0

2k

22k + 1

解: 首先
2k

22k + 1
=

2k

22k − 1
− 2k+1

22k+1 − 1

因此

lim
n→∞

n∑
k=0

2k

22k + 1

= lim
n→∞

n∑
k=0

(
2k

22k − 1
− 2k+1

22k+1 − 1

)

= lim
n→∞

n∑
k=0

(
1

2− 1
− 2n+1

22n+1 − 1

)
= 1
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1.5.4 第 44 题

题目 44.
∞∑

n=0

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 3
− · · ·

)2

解: 先考虑括号内的无穷级数：

1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 3
− · · ·

=
∞∑
k=1

(−1)k−1 1

n+ k

=
∞∑
k=1

(−1)k−1 xn+k

n+ k

∣∣∣∣1
0

=
∞∑
k=1

(−1)k−1

∫ 1

0

xn+k−1dx

=

∫ 1

0

xn

∞∑
k=1

(−x)k−1dx

=

∫ 1

0

xn

1 + x
dx

因此

∞∑
n=0

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 3
− · · ·

)2

=
∞∑

n=0

(∫ 1

0

xn

1 + x
dx

)2

=
∞∑

n=0

(∫ 1

0

xn

1 + x
dx

)(∫ 1

0

yn

1 + y
dy

)

=
∞∑

n=0

(∫ 1

0

∫ 1

0

(xy)n

(1 + x)(1 + y)
dxdy

)

=

∫ 1

0

∫ 1

0

1

(1 + x)(1 + y)

∞∑
n=0

(xy)ndxdy
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=

∫ 1

0

∫ 1

0

1

(1 + x)(1 + y)(1− xy)
dxdy

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx

∫ 1

0

1

(1 + y)(1− xy)
dy

记 I =
∫ 1

0
1

(1+y)(1−xy)
dy, 则

I =

∫ 1

0

1− xy + xy

(1 + y)(1− xy)
dy

=

∫ 1

0

1

1 + y
dy + x

∫ 1

0

y

(1 + y)(1− xy)
dy

= ln 2 + x

(∫ 1

0

1 + y − 1

(1 + y)(1− xy)
dy

)
= ln 2 + x

(∫ 1

0

1

1− xy
dy −

∫ 1

0

1

(1 + y)(1− xy)
dy

)
= ln 2 + x

(
ln(1− x)

−x
− I

)

因此

I =
ln 2− ln(1− x)

1 + x

因此 ∫ 1

0

1

1 + x
dx

∫ 1

0

1

(1 + y)(1− xy)
dy

=

∫ 1

0

ln 2− ln(1− x)

(1 + x)2
dx

=
ln 2

2
−
∫ 1

0

ln(1− x)

(1 + x)2
dx

而 ∫ 1

0

ln(1− x)

(1 + x)2
dx

=

[
− ln(1− x)

x+ 1
− 1

2
ln
(
1 + x

1− x

)]∣∣∣∣1
0

= − ln 2

2
+ lim

x→1−

x− 1

2(x+ 1)
ln(1− x)

= − ln 2

2
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因此
∞∑

n=0

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 3
− · · ·

)2

=
ln 2

2
−
∫ 1

0

ln(1− x)

(1 + x)2
dx = ln 2

1.5.5 第 45 题

题目 45. 求：

lim
n→∞

1

2n

n∑
k=1

Ck
nsin2

(
π
√
k2 + k

)

解: 由于

sin2
(
π
√
k2 + k

)
= sin2

(
π
√
k2 + k − kπ

)
= sin2

 π

1 +
√

1 + 1
k


且

lim
n→∞

sin2

 π

1 +
√
1 + 1

n

 = 1

因此 ∀ε > 0, ∃N > 0 当 n > k > N 时，有∣∣∣∣∣∣sin2

 π

1 +
√
1 + 1

k

− 1

∣∣∣∣∣∣ < ε

故 ∣∣∣∣∣ 12n
n∑

k=1

Ck
nsin2

(
π
√
k2 + k

)
− 1

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ 12n
N∑

k=1

Ck
nsin2

(
π
√
k2 + k

)
− 1

2n

N∑
k=1

Ck
n

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 12n

n∑
k=N+1

Ck
nsin2

(
π
√
k2 + k

)
− 1

2n

n∑
k=N+1

Ck
n

∣∣∣∣∣

第一项求和为有限项，极限为 0。
第二项 ∣∣∣∣∣ 12n

n∑
k=N+1

Ck
nsin2

(
π
√
k2 + k

)
− 1

2n

n∑
k=N+1

Ck
n

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 12n
n∑

k=N+1

Ck
n

sin2

 π

1 +
√
1 + 1

k

− 1

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ 12n
n∑

k=N+1

Ck
nε

∣∣∣∣∣
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≤ 1

2n

n∑
k=0

Ck
nε = ε

因此

lim
n→∞

1

2n

n∑
k=1

Ck
nsin2

(
π
√
k2 + k

)
= lim

n→∞

1

2n

n∑
k=0

Ck
nsin2

(
π
√
k2 + k

)
= 1
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1.5.6 第 46 题

题目 46. 求：

lim
n→∞

∫ π
2

0
sin2(nx)

sin x
dx

lnn

解: 由和差化积公式

sinα+ sinβ = 2 sin α+ β

2
cos α− β

2

sinα− sinβ = 2 cos α+ β

2
sin α− β

2

cosα+ cosβ = 2 cos α+ β

2
cos α− β

2

cosα− cosβ = −2 sin α+ β

2
sin α− β

2

得：

lim
n→∞

∫ π
2

0
sin2(nx)

sin x
dx

lnn

= lim
n→∞

∫ π
2

0
sin2[(n+1)x]−sin2(nx)

sin x
dx

ln
(
1 + 1

n

)
= lim

n→∞
n · 1

2

∫ π
2

0

cos (2nx)− cos (2n+ 2)x

sinx
dx

= lim
n→∞

n · 1
2

∫ π
2

0

2 sin (2nx+ x) sinx

sinx
dx

= lim
n→∞

n

∫ π
2

0

sin (2n+ 1)xdx

= lim
n→∞

n · 1

2n+ 1

=
1

2
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1.5.7 第 47 题

题目 47. 求：

lim
x→∞

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n

√
x2 + k

解:

lim
x→∞

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n

√
x2 + k

= lim
x→∞

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

nx

√
1 +

k

x2

= lim
x→∞

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n

1

2
· x k

x2

= lim
x→∞

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

nk

2x

= 0

题目 47 的注记. 由于和式是有限项，因此可以逐项等价无穷小以及逐项求极限再求和。

1.5.8 第 48 题

题目 48. 求：

lim
n→∞

1

n

(
n

1
2
+ 2

3
+ · · ·+ n

n+1

)n

解:
1

2
+

2

3
+ · · ·+ n

n+ 1
= n−

(
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

)
= n+ 1− γn+1 − ln(n+ 1)

其中

γn+1 = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1
− ln(n+ 1)

令

an =
γn+1 + ln(n+ 1)− 1

n

那么有:

xn =
1

n

(
n

1
2
+ 2

3
+ · · ·+ n

n+1

)n

=
1

n

(
1

1− an

)n
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lnxn = −n ln(1− an)− lnn

= n

(
an +

an
2

2
+ · · ·

)
− lnn

= n(an +

((
lnn

n

))2

)− lnn

= nan − lnn+ nO

((
lnn

n

))2

= γn+1 − 1 + ln n+ 1

n
+ nO

((
lnn

n

))2

因此

lim
n→∞

1

n

(
n

1
2
+ 2

3
+ · · ·+ n

n+1

)n

= eγ−1

1.5.9 第 49 题

题目 49. 求：
lim
n→∞

∫ 1

0

x sinnx

1 + n6x2
dx

解: 当 x = 0 时， x sin nx
1+n6x2 = 0 当 x ̸= 0 时

lim
n→∞

x sinnx

1 + n6x2
= 0

故由控制收敛定理，得

lim
n→∞

∫ 1

0

x sinnx

1 + n6x2
dx =

∫ 1

0

lim
n→∞

x sinnx

1 + n6x2
dx = 0
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1.5.10 第 50 题

题目 50. 求：

lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

Ck
n

)n

解:
n∑

k=1

1

Ck
n

= 1 +
2

n
+

n−2∑
k=2

1

Ck
n

而

0 ≤
n−2∑
k=2

1

Ck
n

≤ 1

C2
n

+
1

Cn−2
n

+
n

C3
n

=
4

n(n− 1)
+

6

(n− 1)(n− 2)

由于

lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n

= e2

以及

lim
n→∞

(
1 +

2

n
+

4

n(n− 1)
+

6

(n− 1)(n− 2)

)n

= e2

故

lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

Ck
n

)n

= e2
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1.5.11 第 51 题

题目 51. 求：

lim
m→∞

 m
√
m+ 1 · m2+m

√√√√ m∏
k=1

Ck
m



解: 首先
lim

m→∞
m
√
m+ 1 = lim

m→∞
e

ln(m+1)
m = 1

其次

lim
m→∞

m2+m

√√√√ m∏
k=1

Ck
m

= e
limm→∞

ln(∏m
k=1 Ck

m)
m2+m

对于指数

lim
m→∞

ln
(∏m

k=1 C
k
m

)
m2 +m

= lim
m→∞

∑m
k=1 lnCk

m

m2 +m
· m

2 +m

m2

= lim
m→∞

∑m
k=0 lnCk

m

m2

由第 16 题可知
lim

m→∞

∑m
k=0 lnCk

m

m2
=

1

2

因此

lim
m→∞

 m
√
m+ 1 · m2+m

√√√√ m∏
k=1

Ck
m

 = e
1
2
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