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1 极限的定义

1.1 数列极限

定义 1 (数列极限的定义)：a 是一个常数，对于 ∀ε > 0，存在 N > 0，当 n > N 时，有

|an − a| < ε

称数列 {an} 收敛于 a。

利用数列极限的定义证明极限时，最主要的内容就是找 N。一般都是解不等式 |an − a| < ε，求出

一个 N，且不要求 N 为整数。有时不好解时，可以对不等式进行放缩。(因为后面是 kε(k > 0) 也成立）

【例 1.1.1】求证：

lim
n→∞

1

n
= 0

证明：取 N = 1
ε
, 对于 ∀ε > 0 存在 N = 1

ε
，当 n > N 时，有

|an − 0| = 1

n
< ε

因此 lim
n→∞

1

n
= 0 □

【例 1.1.2】求证：

lim
n→∞

1

2n
= 0

证明：取 N = 1
ε
, 对于 ∀ε > 0 存在 N = 1

ε
，当 n > N 时，有

|an − 0| = 1

2n
<

1

n
< ε

因此 lim
n→∞

1

2n
= 0 □

【例 1.1.3】求证：

lim
n→∞

nk

2n
= 0(k ∈ N)

证明：总存在 N1，当 n > N1 时，使得 2n > nk+1。对于 ∀ε > 0 存在 N = max{N1,
1
ε
, }，当 n > N

时，有

|an − 0| = nk

2n
<

1

n
< ε

因此 lim
n→∞

nk

2n
= 0 □

【例 1.1.4】已知 limn→∞ an = a 求证：

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a

证明：由于 limn→∞ an = a，因此 ∀ε > 0，存在 N > 0，当 n > N 时，有

|an − a| < ε

1
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故∣∣∣∣a1 + a2 + . . .+ an
n

− a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a1 − a+ a2 − a+ . . .+ an − a

n

∣∣∣∣
≤ |a1 − a|+ |a2 − a|+ . . .+ |an − a|

n

=
|a1 − a|+ |a2 − a|+ . . .+ |aN − a|

n
+

|aN+1 − a|+ |aN+2 − a|+ . . .+ |an − a|
n

≤ M

n
+

(n−N)ε

n

< 2ε

因此 lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a □
注：学过Stolz 定理后，这道题就非常容易了。

【例 1.1.5(难)】已知 lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b,zn =
x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1

n
求证：

lim
n→∞

zn = ab

证明：设 xn = a+ an,yn = b+ bn，则 limn→∞ an = limn→∞ bn = 0, 那么

zn =

∑n
k=1 xkyn+1−k

n

=

∑n
k=1 (a+ ak)(b+ bn+1−k)

n

= ab+

∑n
k=1 abn+1−k +

∑n
k=1 bak +

∑n
k=1 akbn+1−k

n

由于 limn→∞ an = limn→∞ bn = 0，因此 ∀ε > 0，存在 N = max{N1, N2}，当 n > N 时，有

|an| < ε, |bn| < ε

n > N 时，考虑∣∣∣∣∑n
k=1 bak
n

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ba1 + a2 + · · · aN
n

+ b
aN+1 + · · ·+ an

n

∣∣∣∣ < M

n
+ bε < K1ε

那么 ∣∣∣∣∑n
k=1 abn+1−k

n

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣Mn + bε

∣∣∣∣ < K2ε

并且 ∣∣∣∣∑n
k=1 akbn+1−k

n

∣∣∣∣ ≤ ∑n
k=1 |akbn+1−k|

n
≤M2

∑n
k=1 |bn+1−k|

n
< M3ε

综上，当 n > N 时，有

|zn − ab| ≤
|
∑n

k=1 abn+1−k|+ |
∑n

k=1 bak|+ |
∑n

k=1 akbn+1−k|
n

≤ (K1 +K2 +M3)ε

因此 lim
n→∞

zn = ab □

2
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1.2 函数极限

函数极限的定义：

定义 2 (在某一点的极限) 设 A 是一个常数，对于 ∀ε > 0，存在 δ > 0，当 0 < |x−x0| < δ 时，

有

|f(x)−A| < ε

称函数在点 x0 的极限为 A。记作 limx→x0
f(x) = A

定义 3 (趋于正无穷的极限) 设 A 是一个常数，对于 ∀ε > 0，存在 X > 0，当 x > X 时，有

|f(x)−A| < ε

称函数趋于 +∞ 的极限为 A。记作 limx→+∞ f(x) = A

定义 4 (趋于负无穷的极限) 设 A 是一个常数，对于 ∀ε > 0，存在 X > 0，当 x < −X 时，有

|f(x)−A| < ε

称函数趋于 −∞ 的极限为 A。记作 limx→−∞ f(x) = A

定义 5 (趋于无穷大的极限) 设 A 是一个常数，对于 ∀ε > 0，存在 X > 0，当 |x| > X 时，有

|f(x)−A| < ε

称函数趋于 ∞ 的极限为 A。记作 limx→∞ f(x) = A

左右极限：

定义 6 (左极限)：设 A 是一个常数，对于 ∀ε > 0，存在 δ > 0，当 0 < x0 − x < δ 时，有

|f(x)−A| < ε

称函数在点 x0 的左极限为 A。记作 limx→x−
0
f(x) = A

定义 7 (右极限)：设 A 是一个常数，对于 ∀ε > 0，存在 δ > 0，当 0 < x− x0 < δ 时，有

|f(x)−A| < ε

称函数在点 x0 的右极限为 A。记作 limx→x+
0
f(x) = A

与数列极限类似，用定义证明函数极限存在也是需要找 δ 或 M。

3
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【例 1.2.1】求证：

lim
x→1

x = 1

证明：∀ε > 0，存在 δ = ε，当 0 < |x− 1| < δ 时，有

|f(x)− 1| = |x− 1| < ε

因此 lim
x→1

x = 1 □

【例 1.2.2】求证：

lim
x→x0

sinx = sinx0

证明：∀ε > 0，存在 δ = ε，当 0 < |x− x0| < δ 时，有

| sinx− sinx0| = 2

∣∣∣∣cos x+ x0
2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin x− x0
2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣sin x− x0
2

∣∣∣∣ ≤ |x− x0| < ε

因此 lim
x→x0

sinx = sinx0 □

2 极限的四则运算

定理 1 若 limn→∞ an = a,limn→∞ bn = b，则

lim
n→∞

(an + bn) = a+ b

lim
n→∞

(an − bn) = a− b

lim
n→∞

an · bn = ab

lim
n→∞

an
bn

=
a

b
(b, bn ̸= 0)

定理 2 若 limx→x0
f(x) = a,limx→x0

g(x) = b，则

lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = a+ b

lim
x→x0

(f(x)− g(x)) = a− b

lim
x→x0

f(x) · g(x) = ab

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
a

b
(b, g(x) ̸= 0)

其中 x0 可替换为 x+0 , x
−
0 ,+∞,−∞,∞。

4
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【例 2.1】求：

lim
n→∞

an

an + 1
(a ̸= −1)

解：若 a = 1，则 lim
n→∞

an

an + 1
=

1

2
若 |a| < 1，则

lim
n→∞

an

an + 1
=

limn→∞ an

limn→∞ (an + 1)
= 0

若 |a| > 1，则

lim
n→∞

an

an + 1
= lim

n→∞

1

1 + 1
an

= 1

【例 2.2】求：

lim
x→1

xm+1 − 1

xn+1 − 1
(m,n ∈ N)

解：由于

an − bn = (a− b)(an−1 + an−1b+ · · ·+ bn−1)

因此

lim
x→1

xm+1 − 1

xn+1 − 1
= lim

x→1

(x− 1)(xm + xm−1 + · · ·+ 1)

(x− 1)(xn + xn−1 + · · ·+ 1)
= lim

x→1

(xm + xm−1 + · · ·+ 1)

(xn + xn−1 + · · ·+ 1)
=
m+ 1

n+ 1
□

3 夹逼准则 (迫敛性)

3.1 数列极限的迫敛性

定理 1 对于数列 an, bn, cn，存在 N > 0，当 n > N 时，有 bn ≤ an ≤ cn，且有

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = A

那么有 limn→∞ an = A

【例 3.1.1】求：

lim
n→∞

⌊nπ⌋
n

解：对于任意 x 有

x− 1 < ⌊x⌋ ≤ x

因此

nπ − 1 < ⌊nπ⌋ ≤ nπ

即

π − 1

n
<

⌊nπ⌋
n

≤ π

而 lim
n→∞

π − 1

n
= π，故 lim

n→∞

⌊nπ⌋
n

= π □

5
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【例 3.1.2】求极限：

lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2 + n+ k

解：由于
n(n+ 1)

2(n2 + 2n)
=

n∑
k=1

k

n2 + 2n
≤

n∑
k=1

k

n2 + n+ k
≤

n∑
k=1

k

n2 + n
=

1

2

并由

lim
n→∞

n(n+ 1)

2(n2 + 2n)
=

1

2

因此 lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2 + n+ k
=

1

2
□

【例 3.1.3(难)】求：

lim
n→∞

(
n∑

k=1

k2

n2 + k
− n

3

)
解：注意到：

n∑
k=1

k2

n2
=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
=
n

3
+

1

2
+

1

6n

因此

n∑
k=1

k2

n2 + k
− n

3
=

n∑
k=1

k2

n2 + k
−

(
n∑

k=1

k2

n2
− 1

2
− 1

6n

)
=

n∑
k=1

(
k2

n2 + k
− k2

n2

)
+

1

2
+

1

6n

由于
n∑

k=1

(
k2

n2 + k
− k2

n2

)
= −

n∑
k=1

k3

n2(n2 + k)

并且
n∑

k=1

k3

n2(n2 + n)
<

n∑
k=1

k3

n2(n2 + k)
<

n∑
k=1

k3

n2(n2 + 1)

以及
n∑

k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4

因此

lim
n→∞

n∑
k=1

k3

n2(n2 + k)
= lim

n→∞

n∑
k=1

k3

n2(n2 + n)
= lim

n→∞

n∑
k=1

k3

n2(n2 + 1)
=

1

4

所以

lim
n→∞

n∑
k=1

(
k2

n2 + k
− k2

n2

)
+

1

2
+

1

6n
= −1

4
+

1

2
=

1

4

6
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3.2 函数极限的夹逼准则

定理 2 对于函数 f(x), g(x), h(x)，存在 δ > 0，当 0 < |x−x0| < δ 时，有 g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)，

且有

lim
x→x0

g(x) = lim
x→x0

h(x) = A

那么有 limx→x0
f(x) = A

因此利用函数极限的夹逼准则，重要的是寻找合适的 g(x) 和 h(x)。

【例 3.2.1】求证：

lim
x→0

sinx
x

= 1

证明：当 x > 0 时，由于

x− x3

6
≤ sinx ≤ x

故

1− x2

6
≤ sinx

x
≤ 1

因此

lim
x→0+

sinx
x

= 1

同理可证

lim
x→0−

sinx
x

= 1

因此 limx→0
sin x
x

= 1 □

4 重要极限

4.1 limx→0
sinx
x

= 1

第一个重要极限是

lim
x→0

sinx
x

= 1

上节已证明，不再赘述。

需要注意的是，一般题目不会出最原本的形式。实际上，只要 □ → 0，就有 limx→0
sin□
□ = 1(等价

无穷小一章也有类似性质)

【例 4.1.1】求：

lim
x→π

sinx
π − x

解：令 t = x− π，则 sinx = sin t。因此

lim
x→π

sinx
π − x

= lim
t→0

sin t
t

= 1

7
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【例 4.1.2】求：

lim
x→0

tanx2
x2

解：

lim
x→0

tanx2
x2

= lim
t→0+

tan t
t

= lim
t→0+

sin t
t cos t = 1

因此 lim
x→0

tanx2
x2

= 1 □

【例 4.1.3】求证：

lim
x→0

{
lim
n→∞

[
cosx cos x

2
· · · cos x

2n

]}
= 1

证明：由于

cosx cos x
2
· · · cos x

2n
=

cosx cos x
2
· · · cos x

2n
· sin x

2n

sin x
2n

=
sin x
2n

sin x
2n

因此

lim
x→0

{
lim
n→∞

[
cosx cos x

2
· · · cos x

2n

]}
= lim

x→0
lim
n→∞

sin x
2n

sin x
2n

= lim
x→0

sinx
x

= 1

4.2 limx→∞
(
1 + 1

x

)x
= e

下面不加证明地引入第二个重要极限：

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e

该极限等价于

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

【例 4.2.1】求：

lim
x→0

(1 + 2x)
1
x

解：

lim
x→0

(1 + 2x)
1
x = lim

x→0
(1 + 2x)

1
2x · (1 + 2x)

1
2x = e2

【例 4.2.2】求：

lim
n→∞

(
1 +

1

n
− 1

n2

)n

解：一方面 (
1 +

1

n
− 1

n2

)n

<

(
1 +

1

n

)n

另一方面 (
1 +

1

n
− 1

n2

)n

= (1 +
n− 1

n2
)

n2

n−1−
n

n−1 ≥ (1 +
n− 1

n2
)

n2

n−1−2

而

lim
n→∞

(
1 +

n− 1

n2

) n2

n−1−2

= lim
n→∞

(
1 +

n− 1

n2

) n2

n−1

= e = lim
n→∞

(1 +
1

n
)n

因此 lim
n→∞

(
1 +

1

n
− 1

n2

)n

= e □

8
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4.3 (补充)limx→∞
(∑n

k=1
1
k
− lnn

)
= γ

数列 an =
∑n

k=1
1
k
− lnn 是收敛的，它的极限称为欧拉常数，记作 γ。下面证明它收敛。

【例 4.3.1】证明上述数列收敛：

证明：由于
1

n+ 1
< ln(1 + 1

n
) <

1

n

因此
n−1∑
k=1

ln(1 + 1

k
) <

n−1∑
k=1

1

n

即
n∑

k=1

1

k
− 1

n
> lnn

因此

an >
1

n
> 0

又因为

an+1 − an = ln
(
1− 1

n+ 1

)
+

1

n+ 1
< 0

因此 an 单调递减有下界，故 an 收敛。 □

【例 4.3.2】求极限：

lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

)
解：记

an =

n∑
k=1

1

k
− lnn

因此

lim
n→∞

[
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

]
= lim

n→∞

[(
1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

2n
− ln 2n)− (

1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn

)]
+ ln 2

= lim
n→∞

(a2n − an + ln 2)

= ln 2

因此 lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

)
= ln 2 □

【例 4.3.3】求极限：

lim
n→∞

(
1

kn+ 1
+

1

kn+ 2
+ · · ·+ 1

mn

)
(m, k ∈ N+)

提示：仿照上题立得极限为 ln m
k

□

9
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5 Cauchy 收敛准则

定理 1 an 是一个数列，若 ∀ε > 0，存在 N > 0，当 m,n > N 时，有

|am − an| < ε

称数列 {an} 收敛。

推论 1 an 是一个数列，若 ∀ε > 0，存在 N > 0，当 n > N 时，对 ∀p ∈ N 有

|an+p − an| < ε

称数列 {an} 收敛。

【例 5.1】证明数列 an 收敛：

an =
1

12
+

1

22
+ · · ·+ 1

n2

证明：∀ε > 0，存在 N = 1
ε
，当 n > N 时，对 ∀p ∈ N 有

|an+p − an|

=

∣∣∣∣ 1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(n+ p)2

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ p− 1)(n+ p)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1n − 1

n+ 1
+

1

n+ 1
− 1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ p− 1
− 1

n+ p

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1n − 1

n+ p

∣∣∣∣
≤ 1

n

< ε

证毕。 □

【例 5.2】证明调和级数
∑∞

n=1
1
n
部分和数列 Sn = 1

1
+ 1

2
+ · · ·+ 1

n
发散：

证明：∃ε = 1
2
，对 ∀N > 0，即使有 n > N，存在 p = n，但

|Sn+p − Sn| =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ p
≥ p

n+ p
=

1

2
= ε

因此数列 Sn 发散。 □
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6 等价无穷小

定义 1 (无穷小)：设函数 f(x)，若 limx→x0
f(x) = 0，则称 f(x) 为 x→ x0 时的无穷小量。其

中 x0 可替换为 x+0 , x
−
0 ,+∞,−∞,∞。

定义 2 (等价无穷小)：设两个 x → x0 时的无穷小量 f(x), g(x)，若 limx→x0

f(x)
g(x)

= 1，则称

f(x), g(x) 为 x→ x0 时等价的无穷小量。

在求极限时，整体等价的无穷小量可以替换。

常用的等价无穷小：

x ∼ sinx ∼ tanx ∼ arctanx ∼ arcsinx ∼ ex − 1 ∼ ln(1 + x)

1− cosx ∼ 1

2
x2

(1 + x)α − 1 ∼ αx

ax − 1 ∼ x ln a

以上全部是 x→ 0 时的等价无穷小。

注：同重要极限一样，若 □ → 0，则 □ ∼ sin□。其余函数同理。

【例 6.1】求极限：

lim
x→0

√
1 + x2 − 1

1− cosx
解：

lim
x→0

√
1 + x2 − 1

1− cosx

= lim
x→0

1
2
x2

1
2
x2

= 1

【例 6.2】求极限：

lim
x→0

(
ax + bx

2

) 1
x

(a, b ≥ 0)

解：

（1）若 a, b 至少有一个为 0，则原极限为 0；

（2）若 a, b 都不为 0，则：

lim
x→0

(
ax + bx

2

) 1
x

= elimx→0
1
x ·ln( ax+bx

2 )

11
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考虑

lim
x→0

1

x
· ln
(
ax + bx

2

)
= lim

x→0

1

x
· ln
(
ax + bx

2
− 1 + 1

)
= lim

x→0

1

x
·
(
ax − 1 + bx − 1

2

)
= lim

x→0

1

x
·
(
ax − 1

2

)
+ lim

x→0

1

x
·
(
bx − 1

2

)
= lim

x→0

1

x
·
(
x ln a
2

)
+ lim

x→0

1

x
·
(
x ln b
2

)
= ln

√
ab

因此 lim
x→0

(
ax + bx

2

) 1
x

=
√
ab □

注：以此类推

lim
x→0

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

) 1
x

= n
√
a1a2 · · · an (ai ≥ 0, i = 1, 2 · · ·n)

【例 6.3】求极限：

lim
x→∞

sinx
x

解：注意极限是趋于 ∞ 的，因此 lim
x→∞

sinx
x

= 0 □

【例 6.4】求极限：

lim
x→0

2 sinx− sin 2x

x3

解：

lim
x→0

2 sinx− sin 2x

x3

lim
x→0

2 sinx− 2 sinx cosx
x3

lim
x→0

2 sinx(1− cosx)
x3

lim
x→0

2x( 1
2
x2)

x3

= 1

注意：此题不能直接用 2 sinx ∼ 2x 以及 sin 2x ∼ 2x 直接替换。因为等价无穷小替换时要整体替

换，单独替换因式中的项可能会出错。

12



Math
Enth

usi
ast

卢鹏博——计算极限的若干方法

7 Heine 定理

定理 1 设 f(x) 在 Uo(x0, δ
′) 上有定义，那么 limx→x0

f(x) 极限存在的充要条件是：对任何

含于 Uo(x0, δ
′) 且以 x0 为极限的数列 {xn}，都有 limn→∞ f(xn) 都存在且相等。

Heine 定理一般用来判断极限不存在或者将求数列极限的问题转化为求函数极限。如果存在一个数
列 {xn}，使得极限 limn→∞ f(xn) 不存在，或者存在两个数列 {xn} 和 {yn}，虽然极限 limn→∞ f(xn)

和极限 limn→∞ f(yn) 都存在但不相等，则原函数极限不存在。

【例 7.1】证明下述极限不存在：

lim
x→+∞

sin
(πx

2

)
证明. 我们可以取两个子列 xn = 2n,yn = 4n+ 1，那么有：

lim
n→∞

sin
(
2nπ

2

)
= 0

lim
n→∞

sin
[
(4n+ 1)π

2

]
= 1

因此原函数极限不存在。

【例 7.2】计算：

lim
n→∞

n2

(
1− cos 1

n

)
解：我们只需要计算

lim
x→+∞

x2
(
1− cos 1

x

)
即可。由于

lim
x→+∞

x2
(
1− cos 1

x

)
= lim

x→+∞
x2 · 1

2x2
=

1

2

因此，由 Heine 定理，知

lim
n→∞

n2

(
1− cos 1

n

)
=

1

2

8 L’Hospital 法则

8.1 0
0
型不定式

定理 1 定义：若 f(x) 和 g(x) 满足：

(1)limx→x0
f(x) = limx→x0

g(x) = 0;
(2)f(x) 和 g(x) 在 x0 的去心邻域 Uo(x0, δ) 上可导，且 g′(x) ̸= 0;
(3)limx→x0

f ′(x)
g′(x)

= A 那么

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
= A

注：x0 可以换成 x+0 , x
−
0 ,+∞,−∞,∞，A 可以为 +∞,−∞,∞。
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【例 8.1.1】计算：

lim
x→0+

√
x

1− e
√
x

解：令 t =
√
x，则

lim
x→0+

√
x

1− e
√
x

= lim
t→0+

t

1− et

= lim
t→0+

1

−et

= −1

【例 8.1.2】计算：

lim
x→0

ex −
√
1 + 2x

ln(1 + x2)

解：

lim
x→0

ex −
√
1 + 2x

ln(1 + x2)

= lim
x→0

ex −
√
1 + 2x

x2

= lim
x→0

ex − (1 + 2x)−
1
2

2x

= lim
x→0

ex + (1 + 2x)−
3
2

2

= 1

【例 8.1.3】计算：

lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x

14



Math
Enth

usi
ast

卢鹏博——计算极限的若干方法

解：

lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x

= lim
x→0

e
1
x ln(1+x) − e

x

= e lim
x→0

e
ln(1+x)

x −1 − 1

x

= e lim
x→0

ln(1+x)
x

− 1

x

= e lim
x→0

ln(1 + x)− x

x2

= e lim
x→0

1
1+x

− 1

2x

= −e lim
x→0

1

2(1 + x)

= −e
2

8.2 ∗
∞ 型不定式

定理 2 定义：若 f(x) 和 g(x) 满足：

(1)limx→x0
g(x) = ∞;

(2)f(x) 和 g(x) 在 x0 的去心邻域 Uo(x0, δ) 上可导，且 g′(x) ̸= 0;
(3)limx→x0

f ′(x)
g′(x)

= A 那么

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
= A

注：x0 可以换成 x+0 , x
−
0 ,+∞,−∞,∞，A 可以为 +∞,−∞,∞。

【例 8.2.1】计算：

lim
x→+∞

x2024

ex

解：

lim
x→+∞

x2024

ex

= lim
x→+∞

( x

e
x

2024

)2024
=

(
lim

x→+∞

x

e
x

2024

)2024

=

(
lim

x→+∞

2024

e
x

2024

)2024

= 0
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【例 8.2.2】计算：

lim
x→+∞

x+ sinx
x

解：

lim
x→+∞

x+ sinx
x

= lim
x→+∞

(
1 +

sinx
x

)
= 1 + lim

x→+∞

sinx
x

= 1

【例 8.2.3(易错)】设 f(x) 在 x = 0 二阶可导，且 limx→0
f(x)
x3 = 1，则下面哪些是正确的？

A. lim
x→0

f ′(x)

x2
= 3 B.f ′′(0) = 0

C. lim
x→0

f ′′(x)

x
= 3 D.f ′′′(0) = 0

解：令

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 +

f ′′′(0)

6
x3 + o(x3)

则

lim
x→0

f(x)

x3
= 1

= lim
x→0

f(0) + f ′(0)x+ f ′′(0)
2
x2 + f ′′′(0)

6
x3 + o(x3)

x3
= 1

因此，要想极限存在，则必有 f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0，f ′′′(0) = 6

可知 B 对，D 错。

对于 A,C 可举反例 f(x) =

0, if x = 0

x3 + x4 · sin 1
x
, if x ̸= 0

9 Taylor 公式

9.1 带有 Peano 余项的 Taylor 公式

定义 1 若 f(x) 在 x = x0 处有 n 阶导数，则 f(x) 可写成如下形式：

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o(x− x0)
n
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其中，当 x0 = 0 时称为麦克劳林公式。常用的麦克劳林公式有：

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn)

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ ..+ (−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)!
+ o(x2m)

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ ..+ (−1)m

x2m

(2m)!
+ o(x2m+1)

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ o(xn)

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn + o(xn)

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + o(xn)

1

1 + x
= 1− x+ x2 + · · ·+ (−1)n−1xn + o(xn)

tanx = x+
1

3
x3 + · · ·+ (22n − 1)22nBn

(2n)!
x2n−1 + o(x2n)

arctanx = x− x3

3
+
x5

5
+ ..+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)
+ o(x2n)

其中 Bn 为第 n 个伯努利数。

事实上，上述公式可以改写为带有同阶无穷小的 Taylor 公式。

【例 9.1.1】求：

lim
x→0

cosx− e−
x2

2

x4

解：

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ o(x4)

ex = 1 + x+
x2

2!
+ o(x2)

e−
x2

2 = 1− x2

2
+
x4

8
+ o(x4)

因此：

lim
x→0

cosx− e−
x2

2

x4

= lim
x→0

(1− x2

2!
+ x4

4!
+ o(x4))− (1− x2

2
+ x4

8
+ o(x4))

x4

= lim
x→0

−x4

12
+ o(x4)

x4

= − 1

12
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【例 9.1.2】求：

lim
x→0

ex sinx− x(1 + x)

x3

解：

sinx = x− x3

3!
+ o(x4)

ex = 1 + x+
x2

2!
+ o(x2)

ex sinx = x+ x2 +
x3

3
+ o(x3)

因此：

lim
x→0

ex sinx− x(1 + x)

x3

= lim
x→0

x+ x2 + x3

3
+ o(x3)− x(1 + x)

x3

= lim
x→0

x3

3
+ o(x3)

x3

=
1

3

【例 9.1.3(难)】求：

lim
x→0

e(1+x)
1
x − (1 + x)

e
x

x2

解：

lim
x→0

e(1+x)
1
x − (1 + x)

e
x

x2

= lim
x→0

(1 + x)
e
x · e

(1+x)
1
x − e

x ln(1+x) − 1

x2

= ee lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
ln(1 + x)

x2

= ee+1 lim
x→0

e
ln(1+x)

x −1 − ln(x+1)
x

x2

由于

lim
x→0

(
ln(1 + x)

x
− 1

)
= 0

因此

e
ln(1+x)

x −1 = 1 +

(
ln(1 + x)

x
− 1

)
+

1

2

(
ln(1 + x)

x
− 1

)2

+ o

(
ln(1 + x)

x
− 1

)2
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而
ln(1 + x)

x
− 1 = −x

2
+
x2

3
+ o(x2)

那么 (
ln(1 + x)

x
− 1

)2

=
x2

4
+ o(x2)

于是

e
ln(1+x)

x −1 = 1 +

(
ln(1 + x)

x
− 1

)
+
x2

8
+ o

(
x2
)

因此

ee+1 lim
x→0

e
ln(1+x)

x −1 − ln(x+1)
x

x2

= ee+1 lim
x→0

ln(1+x)
x

+ x2

8
+ o (x2)− ln(x+1)

x

x2

=
ee+1

8

9.2 带有 Lagrange 余项的 Taylor 公式

定义 2 若 f(x)在 [a, b]上有 n阶连续的导函数，且在 (a, b)上可导。则至少存在一点 ξ，使得：

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)n+

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x−x0)n+1

其中，当 x0 = 0 时称为带有 Lagrange 余项的麦克劳林公式。将上式前六个改写得到：

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

xn+1

(n+ 1)!
eθx

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ ..+ (−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)!
+ (−1)m

x2m+1

(2m+ 1)!
cos(θx)

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ ..+ (−1)m

x2m

(2m)!
+ (−1)m+1 x2m+2

(2m+ 2)!
cos(θx)

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ (−1)n

xn+1

(n+ 1)(1 + θx)n+1

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn +

xn+1

(1− θx)n+2

以及：

(1+x)α = 1+αx+
α(α− 1)

2!
x2+· · ·+α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn+

α(α− 1) · · · (α− n)

(n+ 1)!
·(1+θx)α−n−1xn+1

以上 0 < θ < 1
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9.3 带有积分余项的 Taylor 公式

定义 3 若 f(x) 在 x = x0 处有 n+ 1 阶导函数，且 f (n+1)(x) 在 [min{x, x0},max{x, x0}] 可
积，则

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)ndt

如果令 f(x) = ex, x0 = 0，那么有

ex = 1 + x+
1

2
x2 + · · ·+ xk

n!
+

1

n!

∫ x

0

et(x− t)ndt

【例 9.3.1】求：

lim
n→∞

∑n
k=0

nk

k!

en
= lim

n→∞

1 + n
1!
+ n2

2!
+ · · ·+ nn

n!

en

解：使用带有积分余项的麦克劳林公式，得：

en = 1 +
n

1!
+
n2

2!
+ · · ·+ nn

n!
+

1

n!

∫ n

0

et(n− t)ndt

于是:

lim
n→∞

1 + n
1!
+ n2

2!
+ · · ·+ nn

n!

en

= lim
n→∞

en − 1
n!

∫ n

0
et(n− t)ndt

en

= 1− lim
n→∞

1

n!

∫ n

0
et(n− t)ndt

en

令 t = nx, dt = ndx, 则∫ n

0

et(n− t)ndt = nn+1

∫ 1

0

enx(1− x)ndx = nn+1

∫ 1

0

en[x+ln(1−x)]dx

使用Laplace 方法，得： ∫ 1

0

en[x+ln(1−x)]dx ∼
√

π

2n
(n→ ∞)

因此

lim
n→∞

1

n!

∫ n

0
et(n− t)ndt

en
= lim

n→∞

nn+1

n!·en

√
π

2n

又由 Stirling 公式 n! ∼
√
2nπ(n

e
)n (n → ∞)，得：

lim
n→∞

nn+1

n!·en

√
π

2n

= lim
n→∞

nn+1

√
2nπ·(n

e
)n·en

√
π

2n

=
1

2
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9.4 带有 Cauchy 余项的 Taylor 公式

定义 4 若 f(x) 在 x = x0 处有 n+ 1 阶导函数，则存在 ξ ∈ [min{x, x0},max{x, x0}]，使得：

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
1

n!
f (n+1)(ξ)(x− ξ)n(x− x0)dx

如果令 ξ = x0 + θ(x− x0), 0 ≤ θ ≤ 1，则

f(x) = f(x0)+ f
′(x0)(x−x0)+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)n+

1

n!
f (n+1)(x0+ θ(x−x0))(1− θ)n(x−x0)n+1dx

9.5 带有同阶无穷小的 Taylor 公式

定义 5 (同阶无穷小): 若
lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0

且存在 A, 使得
|f(x)| ≤ Ag(x)

则称 f(x) 与 g(x) 是同阶无穷小，记作

f(x) = O (g(x))

推论 1 (同阶无穷小极限形式): 若

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0

且存在 A, 使得
lim
x→x0

∣∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣∣ ≤ A

则称 f(x) 与 g(x) 是同阶无穷小，记作

f(x) = O (g(x))
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那么，带有 Peano 余项的 Taylor 公式可以改写为带有 O 的 Taylor 公式：

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+O(xn+1)

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ ..+ (−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)!
+O(x2m+1)

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ ..+ (−1)m

x2m

(2m)!
+O(x2m+2)

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+O(xn+1)

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn +O(xn+1)

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn +O(xn+1)

1

1 + x
= 1− x+ x2 + · · ·+ (−1)n−1xn +O(xn+1)

【例 9.5.1】求：

lim
n→∞

1

n

(
n

1
2
+ 2

3
+ · · ·+ n

n+1

)n

解：
1

2
+

2

3
+ · · ·+ n

n+ 1
= n−

(
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

)
= n+ 1− γn+1 − ln(n+ 1)

其中

γn+1 = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1
− ln(n+ 1)

令

an =
γn+1 + ln(n+ 1)− 1

n

那么有:

xn =
1

n

(
n

1
2
+ 2

3
+ · · ·+ n

n+1

)n

=
1

n

(
1

1− an

)n

lnxn = −n ln(1− an)− lnn

= n

(
an +

an
2

2
+ · · ·

)
− lnn

= n

[
an +

(
lnn
n

)2
]
− lnn

= nan − lnn+ nO

((
lnn
n

))2

= γn+1 − 1 + ln n+ 1

n
+ nO

((
lnn
n

))2
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因此

lim
n→∞

1

n

(
n

1
2
+ 2

3
+ · · ·+ n

n+1

)n

= eγ−1

10 压缩映射

定理 1 (数列的压缩映射) 对于任意数列 xn ，若存在 0 < r < 1, 存在 N > 0，对任意 n > N

都有

|xn+1 − xn| ≤ r|xn − xn−1|

那么 {xn} 收敛。称 {xn} 为压缩数列。

证明：记 |xN0+1 − xN0
| =M 则对任意 n > N0, p ∈ N , 都有

|xn+p − xn| =

∣∣∣∣∣
p∑

k=1

(xn+k − xn+k−1)

∣∣∣∣∣
≤

p∑
k=1

|xn+k − xn+k−1|

≤
p∑

k=1

rn+k−N0−1|xN0+1 − xN0
|

= rn−N0·1− rp

1− r
M

≤ M·rn−N0

1− r
→ 0(n→ ∞)

因此由 Cauchy 收敛准则，知 {xn} 收敛。

推论 1 若 xn+1 = f(xn),f(x) 可导, 且 ∃r ∈ (0, 1), s.t.|f ′(x)| ≤ r, 那么 {xn} 收敛。
证明：由于

|xn+1 − xn| = |f(xn)− f(xn−1)| = |f ′(ξ)|·|xn − xn−1| ≤ r|xn − xn−1|

因此由定理 1 可得 {xn} 收敛。

定义 1 (不动点)：对于函数 f(x)，若存在 x0 ∈ D，使得

f(x0) = x0

那么称 x0 为 f(x) 的一个不动点。

定理 2 对于由连续函数 f(x) 迭代生成的数列，即 xn+1 = f(xn), 若 {xn} 收敛于 x0, 那么有
f(x0) = x0
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证明：由于 {xn} 极限存在，只需在 xn+1 = f(xn) 两边同时对 n 取极限，即得

x0 = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

f(xn) = lim
x→x0

f(x) = f(x0) (Heine 定理)

推论 2 定理 2 的逆否命题成立：即对任意的 x ∈ D, 都有 f(x) ̸= x, 那么数列 {xn} 发散（极
限不存在）。

因此对于一些迭代的数列，我们可以先解 f(x) = x 得到极限值 x0，然后 x0 = f(x0) 带入要证的式

子即可。即要证 limn→∞ xn+1 = x0，只需证 limn→∞ (xn+1 − x0) = limn→∞ [f(xn)− f(x0)] = 0

即可。

【例 10.1】数列 x0 = 1,xn+1 =
√
2xn 有极限，求 limn→∞ xn

解：由于 1 ≤ x0 < 2, 假设 1 ≤ xn < 2，那么 1 ≤ xn+1 =
√
2xn < 2 成立。

法一：令

f(x) =
√
2x, |f ′(x)| =

√
2

2
√
x
≤

√
2

2
< 1

由推论 1 知 {xn} 收敛,xn+1 =
√
2xn 两边对 n 取极限，得 x =

√
2x 得 x = 2

法二：xn+1 =
√
2xn 两边对 n 取极限，得 x =

√
2x 得 x = 2，则

|xn − 2| =
∣∣∣∣x2n+1

2
− 22

2

∣∣∣∣ = 1

2
|xn+1 − 2|·|xn+1 + 2| ≥ 3

2
|xn+1 − 2|

记 q = 2
3
因此

|xn+1 − 2| ≤ 2

3
|xn − 2| = q|xn − 2| ≤ q2|xn−1 − 2| ≤ · · · ≤ qn|x1 − 2| → 0(n→ 0)

因此 limn→∞ xn = 2

【例 10.2(难)】(1) 设 f1(t) =
t+3
2

,f2(t) = t+6
3

,{nk} 为取值于 {1, 2} 的整数列。令
F1(t) = fn1

(t),Fk+1(t) = Fk(fnk+1
(t))(k ≥ 1).

证明：对任何 x ∈ R，极限 limk→∞ Fk(x) 存在，且与 x 无关。

(2) 若题 (1) 中的 f1, f2 改为 f1(t) = t− arctan t, f2(t) = 2 arctan t− t，结论如何？

解：(1) 证明: 由于 f ′
1(t) =

1
2
, f ′

2(t) =
1
3
, 那么

|fk(t)− fk(s)| ≤
1

2
|t− s| (k = 1, 2)

因此 f1, f2 均为压缩映射。且它们有且仅有一个共同的不动点 x0 = 3
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那么

|Fk(x)− 3| = |fn1
◦ fn2

◦ · · · ◦ fnk
(x)− fn1

(3)|

≤ 1

2
|fn2

◦ fn3
◦ · · · ◦ fnk

(x)− 3|

=
1

2
|fn2

◦ fn3
◦ · · · ◦ fnk

(x)− fn2
(3)|

≤ · · ·

≤ 1

2k−1
|fnk

(x)− 3|

=
1

2k−1
|fnk

(x)− fnk
(3)|

≤ 1

2k
|x− 3|

如此可知 limk→∞ Fk(x) = 3

(2) 我们猜测当 f1(t) 与 f2(t) 拥有相同不动点，且均为压缩映射的时候所求极限存在且与 x 无关。

由于

f ′
1(t) =

t2

1 + t2
, f ′

2(t) =
1− t2

1 + t2

令 |f ′
k(t)| ≤ 1, 则 t0 = 0, 且 |fk(t)| ≤ |t|, fk(t0) = 0 下面我们证明

lim
k→∞

Fk(x) = 0

否则，会存在 {Fk(x)}的子列 {Fmk
(x)}，满足 0 < δ < |Fmk

(x)| ≤ |x|此时 |f ′
1|, |f ′

2|在 [−|x|, δ
2
]
⋃
[ δ
2
, |x|]

上有上界 l 对任意 y ∈ [δ, |x|]，有

|fk(±y)| = |fk(±y)− fk(±
δ

2
) + fk(±

δ

2
)− fk(0)|

≤ |fk(±y)− fk(±
δ

2
)|+ |fk(±

δ

2
)− fk(0)|

≤ l(y − δ

2
) +

δ

2
= ly + (1− l)

δ

2

≤ ly + (1− l)
y

2

=
l + 1

2
y

另一方面，

δ ≤ |Fmk
(x)| = |fn1

◦ fn2
◦ · · · ◦ fnmk

|

≤ |fnj
◦ fnj+1

◦ · · · ◦ fnmk
|

≤ |x|(j = 1, 2 · · ·mk)
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因此

|Fmk
(x)| = |fn1

◦ fn2
◦ · · · ◦ fnmk

|

≤ l + 1

2
|fn2

◦ · · · ◦ fnmk
|

≤
(
l + 1

2

)mk

|x|

令 k → +∞ 得 limk→+∞ |Fmk
| = 0. 矛盾. 因此 limk→+∞ |Fk| = 0 □

11 Stolz 定理

Stolz 定理, 又称 Stolz 公式, 数列极限的洛必达法则 (函数洛必达法则参见L’Hospital 法则)，是求
一类数列极限的有效方法。

11.1 数列的 Stolz 公式

定理 1 ( 0
0
型不定式) 若数列 an 和 bn 满足:bn 单调递减趋于 0，an 极限为 0，且有

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= A

则

lim
n→∞

an
bn

= A

其中 A 可以为 +∞,−∞

定理 2 ( ∗
∞ 型不定式) 若数列 an 和 bn 满足:bn 单调递增趋于 ∞，且有

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= A

则

lim
n→∞

an
bn

= A

其中 A 可以为 +∞,−∞

现在我们用 Stolz 定理重新做一下例题 1.1.4。极限满足定理 2，因此：

lim
n→

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= lim
n→

an
1

= a
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【例 11.1.1(难)】设 Sn =

∑n
k=0 lnCk

n

n2
, 求 limn→∞ Sn

解：使用 Stolz 公式，有：

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

∑n
k=0 lnCk

n

n2

= lim
n→∞

∑n+1
k=0 lnCk

n+1 −
∑n

k=0 lnCk
n

(n+ 1)2 − n2

= lim
n→∞

∑n
k=0 ln Ck

n+1

Ck
n

− lnCn+1
n+1

2n+ 1

= lim
n→∞

∑n
k=0 ln n+1

n−k+1

2n+ 1

由于
n∑

k=0

ln(n− k + 1) =
n+1∑
k=1

ln(k) = ln(n+ 1)!

因此：

lim
n→∞

∑n
k=0 ln n+1

n−k+1

2n+ 1

= lim
n→∞

(n+ 1) ln(n+ 1)−
∑n+1

k=1 ln(k)
2n+ 1

= lim
n→∞

(n+ 1) ln(n+ 1)− n lnn− ln(n+ 1)

(2n+ 1)− (2n− 1)

= lim
n→∞

1

2
· ln
(
n+ 1

n

)n

=
1

2

【例 11.1.2】设 lim
n→∞

n(An −An−1) = 0 证明:

lim
n→∞

A1 +A2 + · · ·An

n

存在时，有

lim
n→∞

An = lim
n→∞

A1 +A2 + · · ·An

n

证明: 令 a1 = A1, an = An −An−1(n ≥ 2), 那么

An =

(
An − A1 +A2 + · · ·An

n

)
+
A1 +A2 + · · ·An

n

An = (An −An−1) + (An−1 −An−2) + · · ·+ (A2 −A1) +A1

= an + an−1 + · · ·+ a1

lim
n→∞

n(An −An−1) = lim
n→∞

nan = 0
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因此

lim
n→∞

(
An − A1 +A2 + · · ·An

n

)
= lim

n→∞

[
(a1 + a2 + · · ·+ an)−

na1 + (n− 1)a2 + · · ·+ an
n

]
= lim

n→∞

a2 + 2a3 + · · ·+ (n− 1)an
n

= lim
n→∞

(n− 1)an
1

= 0

那么

lim
n→∞

An = lim
n→∞

A1 +A2 + · · ·An

n

【例 11.1.3】设数列 x0 = a, 0 < a < π
2
, xn = sinxn−1(n = 1, 2 · · · )，证明：

lim
n→∞

√
n

3
xn = 1

证明：先证 limn→∞ xn = 0：（否则待求极限不存在）

因为 0 < a < π
2
, x0 = a，因此

0 < xn = sinxn−1 < xn−1 <
π

2
(n = 1, 2 · · · )

因此 xn 单调递减有下界，xn 极限存在，记为 x，则有 x = sinx，故 x = 0，即 limn→∞ xn = 0。下面，

我们只需证

lim
n→∞

n
1
x2
n

= 1

即可。由于：

lim
n→∞

n
1
x2
n

= lim
n→∞

(n+ 1)− (n)
1

x2
n+1

− 1
x2
n

= lim
n→∞

x2n sin2 xn

x2n − sin2 xn

= lim
x→0

x2 sin2 x

x2 − sin2 x

= lim
x→0

x4

(x+ sinx)(x− sinx)

= lim
x→0

x4

(2x+ o(x))(x
3

6
+ o(x3))

= 3

因此 limn→∞
√

n
3
xn = 1
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11.2 函数形式的 Stolz 公式

定理 3 ( 0
0
型不定式) 设 T > 0, 且满足

(1)0 < g(x+ T ) < g(x);
(2) lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞
g(x) = 0;

(3) lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= l.

则 lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= l, 其中 l 可以为 +∞,−∞

定理 4 ( ∗
∞ 型不定式) 设 T > 0, 且满足

(1)g(x+ T ) > g(x);
(2) lim

x→+∞
g(x) = +∞, 且 f(x), g(x) 在 [a,+∞) 内的任一闭区间有界;

(3) lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= l.

则 lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= l, 其中 l 可以为 +∞,−∞

【例 11.2.1】设 f(x) 在 [a,+∞) 上有定义，且内闭有界，limx→+∞
f(x+1)−f(x)

xn = l 证明：

lim
x→+∞

f(x)

xn+1
=

l

n+ 1

证明：

lim
x→+∞

f(x)

xn+1

= lim
x→+∞

f(x+ 1)− f(x)

(x+ 1)n+1 − xn+1

= lim
x→+∞

f(x+ 1)− f(x)

(n+ 1)xn + (n+1)n
1·2 xn−1 + · · ·+ 1

= lim
x→+∞

f(x+1)−f(x)
xn

(n+ 1) + (n+1)n
1·2

1
x
+ · · ·+ 1

xn

=
l

n+ 1

证毕。
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11.3 Stolz 定理的逆定理

Stolz定理的逆定理不一定成立，如取 xn = (−1)n, yn = n，虽然有 limn→∞
xn

yn
= 0，但 limn→∞

xn−xn−1

yn−yn−1

不存在。

推论 1 事实上，如果 xn, yn 满足 Stolz 条件，且有 limn→∞
xn−xn−1

yn−yn−1
和 limn→∞

xn

yn
都存在，那

么我们只要知道 limn→∞
xn

yn
即可。因为使用 Stolz 定理，立马得到：

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

但是如果要用这个结论，我们需要事先已知或者证明 limn→∞
xn−xn−1

yn−yn−1
极限存在。下面的定理不需

要事先已知 limn→∞
xn−xn−1

yn−yn−1
，但是增加了一些其它条件，从极限本身性质出发，判断 Stolz 定理的逆定

理是否成立。

定理 5 ( ∗
∞ 型) 若 limn→∞ yn = +∞，且存在 N > 0, A ∈ R，当 n > N 时，有 yn+1 > yn，

则：(1) 若 limn→∞
yn

yn−yn−1
= A, limn→∞

xn

yn
= l, 则

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= l

(2) 若 limn→∞
xn

xn−xn−1
= A, limn→∞

xn

yn
= l, 则

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= l

注:l 可为 +∞,−∞

【例 11.3.1】求:

lim
n→∞

nk − (n− 1)k

en − en−1

解：首先

lim
n→∞

nk

en
=
(

lim
n→∞

n

e
n
k

)k
=

(
lim
n→∞

k

e
n
k

)k

= 0

且符合定理 5 条件，则：
lim
n→∞

nk − (n− 1)k

en − en−1
= lim

n→∞

nk

en
= 0

定理 6 ( 0
0
型) 若 limn→∞ yn = limn→∞ xn = 0，且存在 N > 0, A ∈ R，当 n > N 时，有

yn+1 < yn，则：(1) 若 yn

yn−yn−1
有上界，limn→∞

xn

yn
= A，则

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= A

(2) 若 xn

xn−xn−1
有上界，limn→∞

xn

yn
= ∞，则

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= ∞
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定理 7 (函数形式的 Stolz逆定理)设 T > 0, A, l ∈ R,且满足 g(x+T ) > g(x)，limx→+∞ g(x) =

+∞。若有：
(1) lim

x→+∞

g(x)

g(x)− g(x+ T )
= A, lim

x→+∞

f(x)

g(x)
= l, 则 lim

x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= l.

(2) lim
x→+∞

f(x)

f(x)− f(x+ T )
= A, lim

x→+∞

f(x)

g(x)
= ∞, 则 lim

x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= ∞.

定理 8 设 T > 0, l ∈ R, 且满足 g(x+ T ) < g(x)，limx→+∞ g(x) = limx→+∞ f(x) = 0。若有：

(1) lim
x→+∞

g(x)

g(x)− g(x+ T )
有上界, lim

x→+∞

f(x)

g(x)
= l, 则 lim

x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= l.

(2) lim
x→+∞

f(x)

f(x)− f(x+ T )
有上界, lim

x→+∞

f(x)

g(x)
= ∞, 则 lim

x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= ∞.

12 中值定理

12.1 微分中值定理

在求解极限问题时，我们会经常遇到极限式中包含有一个或两个函数函数值的差的结构。这种情况，

我们可以考虑使用拉格朗日中值定理以及柯西中值定理，将函数差值写成导数的形式。有时候这种操作

能够极大简化运算，进而更易求出极限。

12.1.1 Rolle 中值定理

定理 1 设 f(x) 满足：

(1) 在闭区间 [a, b] 连续;
(2) 开区间 (a, b) 可导;
(3)f(a) = f(b).
则在 (a, b) 上至少存在一点 ξ, 使得 f ′(ξ) = 0

12.1.2 Lagrange 中值定理

定理 2 设 f(x) 满足：

(1) 在闭区间 [a, b] 连续;
(2) 开区间 (a, b) 可导;
则在 (a, b) 上至少存在一点 ξ, 使得 f ′(ξ) = f(b)−f(a)

b−a

【例 12.1.2.1】求:

lim
n→∞

n2

(
arctan 1

n
− arctan 1

n+ 1

)
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解：

lim
n→∞

n2

(
arctan 1

n
− arctan 1

n+ 1

)
= lim

n→∞
n2 1

1 + ξ2

(
1

n
− 1

n+ 1

)
(ξ ∈ (

1

n+ 1
,
1

n
))

= lim
n→∞

n2

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1

【例 12.1.2.2】求:

lim
x→0

ex − esin x

x2 ln(1 + x)

解：

lim
x→0

ex − esin x

x2 ln(1 + x)

= lim
x→0

eξ(x− sinx)
x2 ln(1 + x)

= lim
x→0

(x− (x− 1
6
x3 + o(x3)))

x3

=
1

6

12.1.3 Cauchy 中值定理

定理 3 设 f(x), g(x) 满足：

(1) 在闭区间 [a, b] 连续;
(2) 开区间 (a, b) 可导;
(3)f ′(x),g′(x) 不同时为 0;
(4)g(a) ̸= g(b).
则在 (a, b) 上至少存在一点 ξ, 使得 f ′(ξ)

g′(ξ)
= f(b)−f(a)

g(b)−(a)

【例 12.1.3.1】求:

lim
x→2

sin (xx)− sin (2x)

2xx − 22x

解：令 f(x) = sinx, g(x) = 2x，则

lim
x→2

sin (xx)− sin (2x)

2xx − 22x

= lim
x→2

cos ξ
2ξ ln 2

(ξ ∈ (min{xx, 2x},max{xx, 2x}))

=
cos 4
16 ln 2
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【例 12.1.3.2】求:

lim
x→0

eax − ebx

sin ax− sin bx
解：

lim
x→0

eax − ebx

sin ax− sin bx

= lim
x→0

eξ(a− b)x

cos ξ(a− b)x

= lim
x→0

eξ

cos ξ
= 1

12.2 积分中值定理

积分中值定理与微分中值定理有许多相似之处。如将一个变限积分看作一个函数 f(x), 那么也可以
对 f(x) 使用微分中值定理（满足条件时）。但也有些不同，尤其是积分第二中值定理，形式上有些许不

同。

12.2.1 积分第一中值定理

定理 4 设 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，那么至少存在一点 ξ ∈ [a, b]，使得：∫ b

a

f(x)dx = f(ξ)(b− a)

定理 5 设 f(x), g(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，g(x) 在 [a, b] 上不变号，那么至少存在一点

ξ ∈ [a, b]，使得： ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx

定理 6 设 f(x, y) 在有界闭区域 D 上连续，那么至少存在一点 (ξ, η)) ∈ D，使得：∫∫
D

f(x, y)dσ = f(ξ, η) · σ0

其中 σ0 为 D 的面积。

定理 7 设 f(x, y), g(x, y) 在有界闭区域 D 上连续，g(x, y) 在 D 上不变号，那么至少存在一

点 (ξ, η)) ∈ D，使得： ∫∫
D

f(x, y)g(x, y)dσ = f(ξ, η)

∫∫
D

g(x, y)dσ
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【例 12.2.1.1】求:

lim
n→∞

∫ 1

0

sinnxdx

解：由积分中值定理，存在 ξn ∈ [0, 1]，使得：∫ 1

0

sinnxdx = (1− 0)sinnξn

由于 ξn ∈ [0, 1]，因此 0 ≤ sinnξn ≤ sinn1 → 0(n→ ∞) 因此 limn→∞
∫ 1

0
sinnxdx = 0

【例 12.2.1.2】求:

lim
x→0

∫ 3x

x

cos t
t
dx

解：由积分中值定理，存在 ξn ∈ [x, 3x]，使得：

lim
x→0

∫ 3x

x

cos t
t
dx

= lim
x→0

cos ξ
∫ 3x

x

1

t
dx

= lim
x→0

∫ 3x

x

1

t
dx

= lim
x→0

ln 3x− lnx

= ln 3

【例 12.2.1.3】求:

lim
x→0

∫ x

sin x
sin t2dx
x5

解：由积分中值定理，存在 ξn ∈ [sinx, x]，使得：

lim
x→0

∫ x

sin x
sin t2dx
x5

= lim
x→0

(x− sinx) sin ξ2
x5

= lim
x→0

x3

6
sin ξ2

x5

=
1

6
lim
x→0

(
ξ

x
)2

=
1

6
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12.2.2 积分第二中值定理

定理 8 设 f(x), g(x) 在闭区间 [a, b] 上可积，f(x) 为单调函数，那么至少存在一点 ξ ∈ [a, b]，

使得： ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ξ

a

g(x)dx+ f(b)

∫ b

ξ

g(x)dx

定理 9 设 f(x), g(x) 在闭区间 [a, b] 上可积，f(x) ≥ 0 且为单调递减函数，那么至少存在一

点 ξ ∈ [a, b]，使得： ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ξ

a

g(x)dxdx

定理 10 设 f(x), g(x) 在闭区间 [a, b] 上可积，f(x) ≥ 0 为单调递增函数，那么至少存在一点

ξ ∈ [a, b]，使得： ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(b)

∫ b

ξ

g(x)dx

【例 12.2.2.1(难)】求:

lim
n→∞

∫ n+1

n

(cosx2)2dx

解：换元 t = x2, dx = 1
2
√
t
dt，则：

I =

∫ n+1

n

(cosx2)2dx

=

∫ (n+1)2

n2

(cos t)2 · 1

2
√
t
dt

=

∫ (n+1)2

n2

1 + cos 2t
2

· 1

2
√
t
dt

=

∫ (n+1)2

n2

1

4
√
t
dt+

∫ (n+1)2

n2

cos 2t
4
√
t
dt

= I1 + I2

对于 I1:

I1 =

∫ (n+1)2

n2

1

4
√
t
dt =

√
t

2
|(n+1)2

n2 =
1

2

对于 I2:

I2 =

∫ (n+1)2

n2

cos 2t
4
√
t
dt =

1

4n

∫ ξ

n2

cos 2tdt+ 1

4(n+ 1)

∫ (n+1)2

ξ

cos 2tdt

而

I2 ≥
1

4(n+ 1)

∫ (n+1)2

n2

cos 2tdt = sin 2(n+ 1)2 − sin 2n2

8(n+ 1)
≥ − 1

4(n+ 1)

I2 ≤
1

4n

∫ (n+1)2

n2

cos 2tdt = sin 2(n+ 1)2 − sin 2n2

8n
≤ 1

4n
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因此
1

2
− 1

4(n+ 1)
≤
∫ n+1

n

(cosx2)2dx ≤ 1

2
+

1

4n

故

lim
n→∞

∫ n+1

n

(cosx2)2dx =
1

2

13 定 (重) 积分定义

我们经常会遇到一类求和的积分，有时候使用夹逼准则可能无法做出来，那我们就可以考虑使用定

积分的定义求该积分。根据定积分的定义，也可以求解一类求和的积分。

13.1 定积分定义

定义 1 设闭区间 [a,b] 上有 n− 1 个点，分别为：

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

每个小区间记为

∆i = [xi−1, xi], i = 1, 2..n.

这些分点或区间称为 [a, b] 的一个分割，记为 T = {x0, x1, · · · , xn} 或 T = {∆1,∆2, · · · ,∆n}. 每
个小区间的长度记为

∆xi = xi − xi−1

记

||T || = max1≤i≤n{∆xi}

为 T 的模。

定义 2 设 f(x) 是定义在 [a, b] 上的函数，J 是实数。若 ∀ε > 0, ∃δ > 0, 使得对 [a, b] 上的任

意分割 T , 及 ξi ∈ ∆i, 只要 ||T || < δ, 都有∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)∆xi − J

∣∣∣∣∣ < ε

那么称 f(x) 在 [a, b] 上黎曼可积，J 为 f(x) 在 [a, b] 上的定积分，记作：

J =

∫ b

a

f(x)dx

推论 1 设 f(x) 在 [a, b] 上黎曼可积，一种常用的分割为 ∆i =
b−a
n
，那么根据定积分的定义，

可知：

lim
n→∞

b− a

n

n∑
k=1

f(a+ k
b− a

n
)
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【例 13.1.1】求:

lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
(k ≥ 0)

解：

lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1

= lim
n→∞

1

n

∑n
i=1 i

k

nk

= lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

(
i

n
)k

=

∫ 1

0

xkdx

=
1

k + 1

【例 13.1.2】求:

lim
n→∞

√
n!

n

解： √
n!

n
= e

ln n!
n −ln n = e

1
n ln 1

n+ln 2
n+···+ln n

n

lim
n→∞

√
n!

n

= elimn→∞
1
n (ln 1

n+ln 2
n+···+ln n

n )

而

lim
n→∞

1

n
(ln 1

n
+ ln 2

n
+ · · ·+ ln n

n
)

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln k
n

=

∫ 1

0

lnxdx

= (x lnx− x)|10
= −1

因此

lim
n→∞

√
n!

n
=

1

e
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【例 13.1.3(难)】f(x) 在 [a, b] 上二阶导函数连续，求证:

lim
n→∞

n

[
b− a

n

n∑
k=1

f(a+ k
b− a

n
)−

∫ b

a

f(x)dx

]
=
b− a

2
[f(b)− f(a)]

证明：将 f(x) 在

xk = a+ k
b− a

n

处用带有拉格朗日余项的泰勒公式展开，则存在

ξk ∈
(
a+ (k − 1)

b− a

n
, a+ k

b− a

n

)
(k = 1, 2 · · ·n)

使得

f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
f ′′(ξk)

2
(x− xk)

2

由于

(b− a)
n∑

k=1

f(a+ k
b− a

n
) =

n∑
k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f(xk)dx

n

∫ b

a

f(x)dx =
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f(x)dx

由于 f(x) 在 [a, b] 上二阶导函数连续，那么

∃M = max|f ′′([a, b])|

且有 ∣∣∣∣∣(b− a)
n∑

k=1

f

(
a+ k

b− a

n

)
− n

∫ b

a

f(x)dx+
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f ′(xk)(x− xk)dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

[f(xk) + f ′(xk)(x− xk)− f(x)]dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f ′′(ξk)

2
(x− xk)

2dx

∣∣∣∣∣
≤ M

2

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

(x− xk)
2dx

∣∣∣∣∣
=
M

6

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

n(x− xk)
3 |a+k b−a

n

a+(k−1) b−a
n

∣∣∣∣∣
=
M(b− a)3

6n
→ 0(n→ ∞)
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因此

lim
n→∞

[
(b− a)

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a

n

)
− n

∫ b

a

f(x)dx

]

= − lim
n→∞

[
n∑

k=1

n

∫ a+k b−a
n

a+(k−1) b−a
n

f ′(xk)(x− xk)dx

]

= − lim
n→∞

1

2

n∑
k=1

nf ′(xk)(x− xk)
2 |a+k b−a

n

a+(k−1) b−a
n

= lim
n→∞

(b− a)2

2n

n∑
k=1

f ′(a+ k
b− a

n
)

=
b− a

2

∫ b

a

f ′(x)dx

=
b− a

2
[f(b)− f(a)]

注：若 f(x) 在 [a, b] 上有连续的 p+ 1 阶导函数，则此题还可以推广到如下形式：

lim
n→∞

np

{[
p−1∑
k=0

(−1)k · (b− a)k+1

k! · (k + 1)nk+1

n∑
i=1

f (k)(xi)

]
−
∫ b

a

f(x)dx

}
=

(−1)p+1(b− a)p

(p+ 1)!

[
f (p−1)(b)− f (p−1)(a)

]
其中 xi = a+ i b−a

n
(i = 1, 2 · · ·n)

由于证明过程较为繁琐，此处不再叙述。具体证明过程详见加边问题。

13.2 重积分定义

仿照定积分的定义，我们可以类似地定义二重积分。

定义 3 将区域 D 分成 n 个小区域 σi(i − 1, 2, · · · , n), 每个小区域的面积也记为 σi(i −
1, 2, · · · , n)。这些小区域称为 D 的一个分割，记为

T = {σ1, σ2, · · · , σn}

每个小区域的直径记为

di = max{|x− y|}(∀x, y ∈ σi)

记

||T || = max1≤i≤n{di}

为 T 的细度。
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定义 4 设 f(x, y) 是定义在 D 上的函数，J 是实数。若 ∀ε > 0, ∃δ > 0, 使得对 D 上的任意分

割 T , 及 (ξi, ηi) ∈ σi, 只要 ||T || < δ, 都有∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi, ηi)σi − J

∣∣∣∣∣ < ε

那么称 f(x, y) 在 D 上可积，J 为 f(x, y) 在 D 上的二重积分，记作：

J =

∫∫
D

f(x, y)dσ

推论 2 设 f(x) 在 [a, b] 上黎曼可积，g(x) 在 [c, d] 上黎曼可积，D = [a, b]× [c, d]。根据二重

积分的定义，有：

lim
n→∞

b− a

n

n∑
k=1

f(a+ k
b− a

n
) · d− c

n

n∑
j=1

f(c+ j
d− c

n
) =

∫ b

a

f(x)dx

∫ d

c

g(y)dy

推论 3 设 f(x, y) 在区域 D = [a, b]× [c, d] 上可积。根据二重积分的定义，有：

lim
n→∞

(b− a)(d− c)

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

f(a+ i
b− a

n
, c+ j

d− c

n
) =

∫∫
D

f(x, y)dxdy

【例 13.2.1】求:

lim
n→∞

π

2n4

n∑
i=1

n∑
j=1

i2 sin jπ
2n

解：

lim
n→∞

π

2n4

n∑
i=1

n∑
j=1

i2 sin jπ
2n

=
π

2
· 1

n2
lim
n→∞

n∑
i=1

(
i

n

)2 n∑
j=1

(
sin π

2
· j
n

)

=
π

2

∫ 1

0

x2dx

∫ 1

0

(
sin π

2
y
)
dy

=
1

3
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【例 13.2.2】求:

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

i+ j

i2 + j2

解：

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

i+ j

i2 + j2

= lim
n→∞

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

i
n
+ j

n

( i
n
)2 + ( j

n
)2

=

∫ 1

0

∫ 1

0

x+ y

x2 + y2
dxdy

使用极坐标代换，令 x = ρ cos θ, y = ρ sin θ∫ 1

0

∫ 1

0

x+ y

x2 + y2
dxdy

= 2

∫ π
4

0

dθ

∫ 1
cos θ

0

ρ cos θ + ρ sin θ
(ρ cos θ)2 + (ρ sin θ)2 ρdρ

= 2

∫ π
4

0

dθ

∫ 1
cos θ

0

(sin θ + cos θ)dρ

= 2

∫ π
4

0

(sin θ + cos θ)
cos θ dθ

= 2(1− ln | cosx|)|
π
4
0

=
π

2
+ ln 2

三重及以上重积分与二重积分类似，不再赘述。

14 Gauss 取整函数

定义 1 ⌊x⌋ 为不超过 x 的最大整数，⌈x⌉ 为不小于 x 的最小整数。⌊x⌋ 和 ⌈x⌉ 统称为 Gauss
取整函数。

⌊x⌋ 称为向下取整函数，如 ⌊2.5⌋ = 2,⌊−1.5⌋ = −2

⌈x⌉ 称为向上取整函数，如 ⌈2.5⌉ = 3,⌈−1.5⌉ = −1

推论 1 若记 {x} 为 x 的小数部分，则 {x} = x− ⌊x⌋
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【例 14.1(难)】求:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(⌊
2n

k

⌋
− 2

⌊n
k

⌋)
解：

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(⌊
2n

k

⌋
− 2

⌊n
k

⌋)
=

∫ 1

0

(⌊
2

x

⌋
− 2

⌊
1

x

⌋)
dx

=

∫ +∞

1

⌊2t⌋ − 2 ⌊t⌋
t2

dt(t =
1

x
)

=
∞∑
k=2

∫ k+1
2

k
2

⌊2t⌋ − 2 ⌊t⌋
t2

dt

当 k ≤ 2t < k + 1 时，⌊2t⌋ = k

若 k = 2i(i = 1, 2 · · · ) 为偶数，则 i ≤ t < i+ 1
2
，此时 ⌊2t⌋ − 2 ⌊t⌋ = 2i− 2i = 0

若 k = 2i− 1(i = 2, 3 · · · ) 为奇数，则 i− 1
2
≤ t < i，此时 ⌊2t⌋ − 2 ⌊t⌋ = 2i− 1− 2(i− 1) = 1

因此

∞∑
k=2

∫ k+1
2

k
2

⌊2t⌋ − 2 ⌊t⌋
t2

dt

=
∞∑
i=2

∫ i

i− 1
2

1

t2
dt

=
∞∑
i=2

(
2

2i− 1
− 2

2i

)

= 2
∞∑
i=2

(
1

2i− 1
− 1

2i

)

= 2
∞∑
i=1

(
1

2i− 1
− 1

2i

)
− 1
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又由于

∞∑
i=1

(
1

2i− 1
− 1

2i

)

= lim
n→∞

n∑
i=1

(
1

2i− 1
− 1

2i

)
= lim

n→∞

[(
1 +

1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n− 1

)
−
(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)]
= lim

n→∞

[(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

2n

)
− 2

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)]
= lim

n→∞

[(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

2n

)
−
(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

)]
= ln 2

因此

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(⌊
2n

k

⌋
− 2

⌊n
k

⌋)
= 2 ln 2− 1

【例 14.2(难)】求:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

{n
k

}2

解：

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

{n
k

}2

=

∫ 1

0

{
1

x

}2

dx

=

∫ +∞

1

{t}2

t2
dt

=

∫ +∞

1

(t− ⌊t⌋)2

t2
dt

=
∞∑
k=1

∫ k+1

k

(t− k)2

t2
dt

=

∞∑
k=1

∫ k+1

k

(
1− 2k

t
+
k2

t2

)
dt

=
∞∑
k=1

(
2− 1

k + 1
− 2k ln k + 1

k

)

由于 limn→∞
(
1 + 1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn

)
= γ, 记 Hn = 1+ 1

2
+ · · ·+ 1

n
又由 Stirling 公式 n! ∼

√
2nπ

(
n
e

)n
则

Hn = lnn+ γ + o(1)
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lnn! = ln
√
2π +

(
n+

1

2

)
lnn− n+ o(1)

因此

n∑
k=1

(
2− 1

k + 1
− 2k ln k + 1

k

)

= 2n− (Hn+1 − 1)− 2
n∑

k=1

[(k + 1) ln(k + 1)− k ln k] + 2
n∑

k=1

ln(k + 1)

= 2n+ 1−Hn+1 − 2(n+ 1) ln(n+ 1) + 2 ln(n+ 1)!

= 2n+ 1− (ln(n+ 1) + γ + o(1))− 2(n+ 1) ln(n+ 1)

+ 2

(
ln

√
2π +

(
n+

3

2

)
ln(n+ 1)− n− 1 + o(1)

)
= −1− γ + ln(2π) + o(1)

因此

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

{n
k

}2

=
∞∑
k=1

(
2− 1

k + 1
− 2k ln k + 1

k

)

= lim
n→∞

n∑
k=1

(
2− 1

k + 1
− 2k ln k + 1

k

)
= lim

n→∞
(−1− γ + ln(2π) + o(1))

= −1− γ + ln(2π)

15 拟合法

拟合法在求极限或证明不等式中有重要作用。拟合法的主要思想是将要证的式子“变形”，变得和

已知及待证形式相似，之后就好操作了。

比如要证 limn→∞ an = a，只需要证 limn→∞ (an − a) = 0 即可。听着很简单，但是实际情况可能

是 an 比较复杂，而 a 比较简洁。这时候只将 a 移到左边其实对做题没有什么帮助。我们应该将 a 变形

一下，化成和 an 形式类似的式子就好计算了。

【例 15.1】设 limn→∞ an = A, 证明:

lim
n→∞

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an
n

= A

证明：由

A =
nA

n
=
A+A+ · · ·+A

n
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那么

|a1 + a2 + a3 + · · ·+ an
n

−A|

= |a1 −A+ a2 −A+ · · ·+ an −A

n
|

≤ |a1 −A|+ |a2 −A|+ · · ·+ |an −A|
n

由于

lim
n→∞

an = A

因此

∀ε > 0, ∃N0 > 0, ∀n > N0, s.t.|an −A| < ε

故

|a1 −A|+ |a2 −A|+ · · ·+ |an −A|
n

=
|a1 −A|+ |a2 −A|+ · · ·+ |aN0

−A|
n

+
|aN0+1 −A|+ |aN0+2 −A|+ · · ·+ |an −A|

n

<
M

n
+
n−N0

n
ε

< 2ε

因此

lim
n→∞

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an
n

= A

【例 15.2】已知 f(x) ∼ x(x→ 0), xn =
∑n

i=1 f
(
2i−1
n2 a

)
, 求证:

lim
n→∞

xn = a

证明：事实上，如果 f(x) = x, 那么
n∑

i=1

f

(
2i− 1

n2
a

)
=

n∑
i=1

2i− 1

n2
a = a

因此我们用
∑n

i=1
2i−1
n2 a 替换 a 进行拟合。
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那么我们只需要证明 |xn − a| < ε 即可，即

|xn − a|

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(
2i− 1

n2
a)−

n∑
i=1

2i− 1

n2
a

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣f(2i− 1

n2
a)− 2i− 1

n2
a

∣∣∣∣
< ε

即可。而

ε =
n∑

i=1

2i− 1

n2
ε

因此我们只需 ∣∣∣∣f (2i− 1

n2
a

)
− 2i− 1

n2
a

∣∣∣∣ < 2i− 1

n2
ε

即可。事实上，由于 f(x) ∼ x(x → 0), 那么 ∀ε > 0, ∃N > 0, n > N 时，取较小的 δ，使得

0 <
∣∣x− 2i−1

n2 a
∣∣ < δ，那么就有 ∣∣∣∣∣f

(
2i−1
n2 a

)
2i−1
n2 a

− 1

∣∣∣∣∣ < ε

a

因此 ∣∣∣∣f (2i− 1

n2
a

)
− 2i− 1

n2
a

∣∣∣∣ < 2i− 1

n2
ε

证毕。

注：由于 x ∼ sinx ∼ tanx ∼ arcsinx ∼ arctanx ∼ ex − 1 ∼ ln(1 + x)(x→ 0)，因此将 x 换成其它

函数也成立。

【例 15.3】设 limn→∞ an = a, 证明:

lim
n→∞

1

2n

n∑
k=0

Ck
nak = a

证明：由于

1 =
(1 + 1)n

2n
=

1

2n

n∑
k=0

Ck
n

因此

a =
1

2n

n∑
k=0

Ck
na
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那么 ∣∣∣∣∣ 12n
n∑

k=0

Ck
nak − a

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 12n
n∑

k=0

Ck
nak −

1

2n

n∑
k=0

Ck
na

∣∣∣∣∣
≤ 1

2n

n∑
k=0

Ck
n|ak − a|

由于 limn→∞ an = a, 那么 |an| < M , 且

1

2n

n∑
k=0

Ck
n|ak − a|

=
1

2n

N0∑
k=0

Ck
n|ak − a|+ 1

2n

n∑
k=N0+1

Ck
n|ak − a|

<
M(1 + n+ n2 + · · ·+ nN0)

2n
+ ε

n∑
k=N0+1

Ck
n

2n

< 2ε

因此

lim
n→∞

1

2n

n∑
k=0

Ck
nak = a

【例 15.4】求极限:

lim
n→∞

n∑
k=1

k2

n2 + k
− n

3

解：我们可以尝试将 n
3
进行拟合。虽然

n∑
k=1

k2

n2 + k
∼ n

3
(n→ ∞)

但是对做题没有帮助，但是如果注意到

n∑
k=1

k2

n2
=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
=
n

3
+

1

2
+

1

6n
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那么

n∑
k=1

k2

n2 + k
− n

3

=
n∑

k=1

k2

n2 + k
− (

n∑
k=1

k2

n2
− 1

2
− 1

6n
)

=
n∑

k=1

(
k2

n2 + k
− k2

n2
) +

1

2
+

1

6n

由于
n∑

k=1

(
k2

n2 + k
− k2

n2
) = −

n∑
k=1

k3

n2(n2 + k)

而
n∑

k=1

k3

n2(n2 + n)
<

n∑
k=1

k3

n2(n2 + k)
<

n∑
k=1

k3

n2(n2 + 1)

又由
n∑

k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4

因此

n∑
k=1

k3

n2(n2 + n)
=

1

4
·n+ 1

n

n∑
k=1

k3

n2(n2 + 1)
=

1

4
·(n+ 1)2

n2 + 1

因此

lim
n→∞

n∑
k=1

k3

n2(n2 + k)
= lim

n→∞

n∑
k=1

k3

n2(n2 + n)
= lim

n→∞

n∑
k=1

k3

n2(n2 + 1)
=

1

4

所以

lim
n→∞

n∑
k=1

(
k2

n2 + k
− k2

n2
) +

1

2
+

1

6n

= −1

4
+

1

2

=
1

4
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【例 15.5】若 f(x) ∈ C[0, 1]，证明:

lim
n→∞

∫ 1

0

n

1 + n2x2
f(x)dx =

π

2
f(0)

证明：我们证明一个结论更强的式子：我们只需证明

lim
h→0+

∫ 1

0

h

x2 + h2
f(x)dx =

π

2
f(0)

即可，那么由海涅归结原则，取数列 xn = 1
n
→ 0+(n→ +∞) 那么就会有

lim
n→∞

∫ 1

0

1
n

x2 + ( 1
n
)2
f(x)dx = lim

n→∞

∫ 1

0

n

1 + n2x2
f(x)dx =

π

2
f(0)

我们下面证明

lim
h→0+

∫ 1

0

h

x2 + h2
f(x)dx =

π

2
f(0)

证明：事实上，若 f(x) = 1，那么有

lim
h→0+

∫ 1

0

h

x2 + h2
dx =

π

2

因此，我们只需要证明：

lim
h→0+

∫ 1

0

h

x2 + h2
[f(x)− f(0)]dx = 0

即可。由于 f(x) 在 [0, 1] 连续，因此

∀ε > 0, ∃0 < δ1 < 1, ∀0 < x < δ1 s.t.|f(x)− f(0)| < ε

π

∃M > 0, ∀x ∈ [0, 1], s.t.|f(x)| ≤M

那么 ∣∣∣∣∫ 1

0

h

x2 + h2
[f(x)− f(0)]dx

∣∣∣∣
≤

(∫ δ1

0

+

∫ 1

δ1

)
h

x2 + h2
|f(x)− f(0)|dx

= I1 + I2

对于 I1

I1 =

∫ δ1

0

h

x2 + h2
|f(x)− f(0)|dx

≤ ε

π

∫ δ1

0

h

x2 + h2
dx

=
ε

π

(
arctan δ1

h
− 0

)
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当 h→ 0+ 时， δ1
h
→ +∞, 此时

ε

π
arctan δ1

h
≤ ε

2

对于 I2

I2 =

∫ 1

δ1

h

x2 + h2
|f(x)− f(0)|dx

≤M

∫ 1

δ1

h

x2 + h2
dx

=M

(
arctan 1

h
− arctan δ1

h

)

由于

lim
h→0+

M

(
arctan 1

h
− arctan δ1

h

)
=M

(π
2
− π

2

)
= 0

因此 ∃δ2 > 0, ∀0 < x < δ2, s.t

M

(
arctan 1

h
− arctan δ1

h

)
≤ ε

2

因此 ∀ε > 0, ∃δ = min {δ1, δ2} , ∀0 < x < δ, s.t.∣∣∣∣∫ 1

0

h

x2 + h2
[f(x)− f(0)]dx

∣∣∣∣ ≤ ε

因此

lim
h→0+

∫ 1

0

h

x2 + h2
f(x)dx =

π

2
f(0)

【例 15.6】∀b > 0, f(x) ∈ R[0, b]，且有 limx→+∞ f(x) = a 证明:

lim
t→0+

t

∫ +∞

0

e−txf(x)dx = a

证明：由于当 t ̸= 0 时，有

t

∫ +∞

0

e−txadx = a

因此只需要证明

lim
t→0+

t

∫ +∞

0

e−tx[f(x)− a]dx = 0

即可。由于 limx→+∞ f(x) = a，那么 ∀ε > 0, ∃A > 0, ∀x > A, s.t.|f(x)−a| < ε 而 ∀b > 0, f(x) ∈ R[0, b]

则 f(x) 在 [0, A] 有界，即:

|f(x)| ≤M ′, |f(x)− a| ≤ |f(x)|+ |a| ≤M
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因此 ∣∣∣∣t ∫ +∞

0

e−tx[f(x)− a]

∣∣∣∣
≤ t

∫ +∞

0

e−tx|f(x)− a|

= t

∫ A

0

e−tx|f(x)− a|+ t

∫ +∞

A

e−tx|f(x)− a|

≤Mt

∫ A

0

e−txdx+ ε·t
∫ +∞

A

e−txdx

=M(1− e−At) + εe−At → 0(t→ 0+)

因此

lim
t→0+

t

∫ +∞

0

e−txf(x)dx = a

证毕。

16 级数收敛的必要条件

定理 1 级数
∑
an 收敛的充要条件是

lim
n→∞

an = 0

因此若级数
∑
an 收敛，则 limn→∞ an = 0

下面是一些判断级数敛散性的常用方法：

定理 2 (级数收敛的 Cauchy准则)设
∑
an为一级数，则其收敛的充要条件是：∀ε > 0, ∃N > 0

对任意 m > N, p ∈ N 都有

|am+1 + am+2 + · · ·+ am+p| < ε

定理 3 (比较原则) 对于正项级数
∑
an, 若存在一个收敛的正项级数

∑
bn，且存在 N , 当

n > N 时，有 an ≤ bn，则级数
∑
an 收敛。

若存在一个发散的正项级数
∑
cn，且存在 N , 当 n > N 时，有 an ≥ cn，则级数

∑
an 发散。

推论 1
∑
an,
∑
bn 是两个正项级数，若

lim
n→∞

an
bn

= l

(1) 若 0 < l < +∞，则
∑
an,
∑
bn 同敛散;

(2) 若 l = 0, 则
∑
bn 收敛时，

∑
an 也收敛;

(3) 若 l = +∞, 则
∑
bn 发散时，

∑
an 也发散。
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定理 4 (比值判别法) 设
∑
an 为正项级数，存在 N 及常数 q, 当 n > N 时，有

(1)
an+1

an
≤ q

则级数
∑
an 收敛;

(2)
an+1

an
≥ 1

则级数
∑
an 发散.

推论 2 设
∑
an 为正项级数, 且

lim
n→∞

an+1

an
= q

则

(1)q < 1 时级数
∑
an 收敛;

(2)q > 1 或 q = +∞ 时级数
∑
an 发散.

推论 3 设
∑
an 为正项级数

(1)
lim
n→∞

an+1

an
= q < 1

时级数
∑
an 收敛;

(2)
lim
n→∞

an+1

an
= q > 1

时级数
∑
an 发散.

定理 5 (根值判别法) 设
∑
an 为正项级数，存在 N 及常数 l, 当 n > N 时，有

(1)
n
√
an ≤ l < 1

则级数
∑
an 收敛;

(2)
n
√
an ≥ 1

则级数
∑
an 发散.
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推论 4 设
∑
an 为正项级数, 且

lim
n→∞

n
√
an = l

则

(1)l < 1 时级数
∑
an 收敛;

(2)l > 1 或 q = +∞ 时级数
∑
an 发散.

推论 5 设
∑
an 为正项级数

(1)
lim
n→∞

n
√
an = l < 1

时级数
∑
an 收敛;

(2)
lim
n→∞

n
√
an = l > 1

时级数
∑
an 发散.

定理 6 (积分判别法) 设 f(x) 为 [1,+∞] 上的非负单调减函数，则级数
∑∞

n=1 f(n) 收敛的充

要条件是反常积分
∫ +∞
1
收敛。

推论 6 设 f(x) 为 [N0,+∞] 上的非负单调减函数，则级数
∑∞

n=N0
f(n) 收敛的充要条件是反

常积分
∫ +∞
N0
收敛。

定理 7 (拉贝判别法) 设
∑
an 为正项级数，存在 N > 0 及常数 r，当 n > N 时若：

(1)

n

(
1− an+1

an

)
≥> 1

则
∑
an 收敛;

(2)

n

(
1− an+1

an

)
≤ 1

则
∑
an 发散.

推论 7 设
∑
an 为正项级数，且有：

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= r

(1)r > 1 时，
∑
an 收敛;

(2)r < 1 时，
∑
an 发散.
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对于一般项级数，以下是常用的判别方法：

定理 8 (莱布尼兹判别法) 若交错级数
∑

(−1)nan (an > 0) 满足：

(1)an 单调递减；
(2)limn→∞ an = 0

则级数
∑

(−1)nan (an > 0) 收敛。

定理 9 绝对收敛的级数一定收敛.

定理 10 (阿贝尔判别法) 设 {an} 单调有界，
∑
bn 收敛，则

∑
anbn 收敛.

定理 11 (狄利克雷判别法) 设 {an} 单调递减趋于 0，
∑
bn 部分和有界，则

∑
anbn 收敛.

【例 16.1】证明:

lim
n→∞

n!

nn
= 0

证明：考虑级数
∑∞

n=1
n!
nn 由比值判别法

lim
n→∞

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

= lim
n→∞

nn

(n+ 1)n

= lim
n→∞

1

(1 + 1
n
)n

=
1

e
< 1

因此

lim
n→∞

n!

nn
= 0
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17 Toeplitz 定理与 Abel 变换

在求极限时，有时会遇到形如 limn→∞
∑
anbn 两个数列之积求和的问题。有时可以尝试使用定积

分的定义或夹逼准则，有时需要将和式变形才能求出极限。Toeplitz 定理可以解决一类特殊的数列之积
求和的极限问题。而 Abel 变换 (也称分部求和法)，能将被求和式“降次”，从而化成较为简单的形式，
更易求出极限。

17.1 Toeplitz 定理

定理 1 设 yn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn =
∑n

j=1 anjxj , 若满足：
(1)anj ≥ 0, j = 1, 2, · · · , n;
(2)
∑n

j=1 anj = 1;
(3)∀j, limn→∞ anj = 0.
若 limn→∞ xn = l 则 limn→∞

∑n
j=1 anjxj = l

定理 2 设 yn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn =
∑n

j=1 anjxj , 若满足：
(1)∃k > 0 使得 ∀n ∈ N，有 |an1|+ |an2|+ · · ·+ |ann| ≤ k;
(2)∀j, limn→∞ anj = 0.
若 limn→∞ xn = 0 则 limn→∞

∑n
j=1 anjxj = 0

定理 3 设 yn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn =
∑n

j=1 anjxj , 若满足：
(1)∃k > 0 使得 ∀n ∈ N，有 |an1|+ |an2|+ · · ·+ |ann| ≤ k;
(2)∀j, limn→∞ anj = 0;
(3)limn→∞

∑n
j=1 anj = 1

若 limn→∞ xn = l 则 limn→∞
∑n

j=1 anjxj = l

【例 17.1.1】若 limn→∞ xn = a 证明:

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a

证明：取 tnj =
1
n

, 符合定理 1 条件，因此：

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= lim
n→∞

xn = a
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【例 17.1.2】若 limn→∞ xn = a, limn→∞ yn = b 证明:

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1
n

= ab

证明：

(1) 若 a = 0, 取 tnj =
yi

n
, 此时符合定理 2 条件，因此 limn→∞ zn = 0

(2) 若 a ̸= 0，由于

zn =
(x1 − a)yn + (x2 − a)yn−1 + · · ·+ (xn − a)y1

n
+ a

y1 + y2 + · · ·+ yn
n

其中第一项由 (1) 知极限为 0，第二项由【例 17.1.1】知极限为 ab

【例 17.1.3】设 pi > 0 若 limn→∞
pn

p0+p1+···+pn
= 0, limn→∞ Sn = s 证明:

lim
n→∞

S0pn + S1pn−1 + · · ·+ Snp0
p0 + p1 + · · ·+ pn

= s

证明：令 anj =
pn−j

p0+p1+···+pn
, 那么 anj > 0,

∑n
j=0 anj = 1, 且 ∀j, 有

0 < anj =
pn−j

p0 + p1 + · · ·+ pn
<

pn−j

p0 + p1 + · · ·+ pn−1

→ 0(n→ ∞)

因此 limn→∞ anj = 0

故由定理 1 知
lim
n→∞

S0pn + S1pn−1 + · · ·+ Snp0
p0 + p1 + · · ·+ pn

= s

17.2 Abel 变换

定理 4 令 Bk =
∑k

i=1 bi, B0 = 0, 那么有

n∑
k=1

akbk = anBn −
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Bk

【例 17.2.1(难)】证明:

lim
x→0

∞∑
i=1

cos ix
i

= +∞

证明：首先，考虑 Sn =
∑n

i=1 cos ix =
∑n

i=1

cos ix·sin x
2

sin x
2
又由

sinα− sinβ = 2 cos
(
α+ β

2

)
sin
(
α− β

2

)
因此

Sn =
n∑

i=1

sin(i+ 1
2
)x− sin(i− 1

2
)x

2 sin x
2

=
sin(n+ 1

2
)x− sin x

2

2 sin x
2

因此 Sn 有界。根据 Dirichlet 判别法知无穷级数收敛。
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由于 cos(−x) = cosx，因此不妨设 x > 0 使用 Abel 变换，那么有
∞∑
i=1

cos ix
i

= lim
n→∞

n∑
i=1

Si − Si−1

i

= lim
n→∞

(
Sn

n
−

n−1∑
i=1

Si

(
1

i+ 1
− 1

i

))

= lim
n→∞

n−1∑
i=1

Si

i(i+ 1)

=
∞∑
i=1

Si

i(i+ 1)

对于 ∀0 < x < 1
2
, 取 n0, 使得

x(n0 −
1

2
) ≤ π

2
< x(n0 +

1

2
)

以及运用 sinx > 2
π
x(0 < x < π

2
) 我们得到

∞∑
i=1

Si

i(i+ 1)
=

∞∑
i=1

1

2sinx
2

sin(i+ 1
2
)x

i(i+ 1)
− 1

2

1

i(i+ 1)

⩾ −1

2
+

1

2sinx
2

∞∑
i=1

sin(i+ 1
2
)x

i(i+ 1)

⩾ −1

2
+

1

x

∞∑
i=1

sin(i+ 1
2
)x

i(i+ 1)

= −1

2
+

1

x
[

n0−1∑
i=1

sin(i+ 1
2
)x

i(i+ 1)
+

∞∑
i=n0

sin(i+ 1
2
)x

i(i+ 1)
]

⩾ −1

2
+

1

x
[

n0−1∑
i=1

sin(i+ 1
2
)x

i(i+ 1)
−

∞∑
i=n0

1

i(i+ 1)
]

⩾ −1

2
+

1

x

2

π

n0−1∑
i=1

(i+ 1
2
)x

i(i+ 1)
− 1

xn0

⩾ −1

2
+

2

π

n0−1∑
i=1

1

i+ 1
− 1

xn0

⩾ −1

2
+

2

π
(lnn0 − 1)− 4

2π − 1
(1)

由于 x→ 0+ 时，n0 → ∞，因此 limx→0

∑∞
i=1

cos ix
i

= +∞
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【例 17.2.2】设 {an} 严格单调递增趋于 ∞，且 an > 0,
∑∞

k=1 bk 收敛于 B, 证明:

lim
n→∞

n∑
k=1

akbk

an
= 0

证明：令 Bn =
∑n

i=1 bi, 则 limn→∞Bn = B, 由 Abel 变换，得：
n∑

k=1

akbk

= anBn −
n−1∑
i=1

(ai+1 − ai)Bi

= anBn −
n−1∑
i=1

(ai+1 − ai)Bi +
n−1∑
i=1

(ai+1 − ai)B − (an − a1)B

= a1B + an(Bn −B)−
n−1∑
i=1

(ai+1 − ai)(Bi −B)

由于

lim
n→∞

a1B + an(Bn −B)

an
= 0

因此只需证明

lim
n→∞

n−1∑
i=1

(ai+1 − ai)(Bi −B)

an
= 0

而

lim
n→∞

n−1∑
i=1

(ai+1 − ai)(Bi −B)

an

= lim
n→∞

n∑
i=1

(ai+1 − ai)(Bi −B)−
n−1∑
i=1

(ai+1 − ai)(Bi −B)

an+1 − an

= lim
n→∞

(Bn −B)

= 0

证毕.
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【例 17.2.3(难)】对于 ∀m ≥ 2 且 m ∈ N 证明:[
n∑

i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1

]
=

1

2
− 1

m+ 2

证明：在正式证明之前，我们需要先知道
n∑

i=1

im

nm
=

n

m+ 1
+

1

2
+ o(1)(n→ ∞)

下面我们证明这个结论：易知
∑n

i=1 i
m = am+1n

m+1 + amn
m + · · ·+ a1n+ a0 因此

n∑
i=1

im

nm
= am+1n+ am + o(1)(n→ ∞)

因此

am+1 = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

im

nm
=

∫ 1

0

xmdx =
1

m+ 1

那么

am = lim
n→∞

(
n∑

i=1

im

nm
− n

m+ 1

)
根据定积分定义中例【13.1.3】的结论可知

am = lim
n→∞

n

(
1

n

n∑
i=1

im

nm
−
∫ 1

0

xmdx

)
=

1

2

因此
n∑

i=1

im

nm
=

n

m+ 1
+

1

2
+ o(1)(n→ ∞)

下面使用两种方法证明本题：

(法一)Abel 变换:

记 Sn =
∑n

i=1 i
m 使用 Abel 变换, 得:

n∑
i=1

im

nm + i · nm−2

=
Sn

nm + nm−1
−

n−1∑
i=1

(
1

nm + (i+ 1)nm−2
− 1

nm + i · nm−2

)
Si

=
Sn

nm + nm−1
+

n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + i+ 1)(n2 + i)

考虑

lim
n→∞

n∑
i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1

= lim
n→∞

(
Sn

nm + nm−1
− n

m+ 1

)
+ lim

n→∞

(
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + i+ 1)(n2 + i)

)
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对于第一项：

lim
n→∞

(
Sn

nm + nm−1
− n

m+ 1

)
= lim

n→∞

(
Sn

nm
· n

n+ 1
− n

m+ 1

)
= lim

n→∞

(
n

m+ 1
+

1

2
+ o(1)

)
n

n+ 1
− n

m+ 1

= lim
n→∞

1

2
− n

(n+ 1)(m+ 1)

=
1

2
− 1

m+ 1

对于第二项, 先考虑

lim
n→∞

(
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + 0)(n2 + 0)

)
那么

lim
n→∞

(
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

n4

)

= lim
n→∞


n−1∑
i=1

i∑
j=1

jm

nm

1

n2


= lim

n→∞

1

n2

n∑
i=1

i∑
j=1

(
j

n
)m − lim

n→∞

1

n2

n∑
j=1

(
j

n
)m

=

∫ 1

0

dx

∫ x

0

ymdy

=
1

(m+ 1)(m+ 2)

=
1

m+ 1
− 1

m+ 2

由 Cauchy 不等式
∑
anbn ≤

√
(
∑
a2n)(

∑
b2n)(an, bn > 0), 以及

∑
a2n ≤ (

∑
an)

2(an > 0) 因此∑
anbn ≤

∑
an ·

√
(
∑

b2n)
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因此 ∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + i+ 1)(n2 + i)
−

n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

n4

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

2n2i+ n2 + i2 + i

(n2 + i)(n2 + i+ 1)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

∣∣∣∣∣ ·
√√√√n−1∑

i=1

∣∣∣∣∣
[

2n2i+ n2 + i2 + i

(n2 + i)(n2 + i+ 1)

]2∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

∣∣∣∣∣ ·
√√√√n−1∑

i=1

(
Mn3

n4

)2

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

∣∣∣∣∣ ·
√√√√n−1∑

i=1

(
M2

n2

)

≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

∣∣∣∣∣ ·
√(

M2

n

)

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Si

nm+2

∣∣∣∣∣ · M√n → 0(n→ ∞)

因此

lim
n→∞

(
n−1∑
i=1

Si

nm−2

1

(n2 + i+ 1)(n2 + i)

)
=

1

m+ 1
− 1

m+ 2

因此

lim
n→∞

n∑
i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1
=

1

2
− 1

m+ 1
+

1

m+ 1
− 1

m+ 2
=

1

2
− 1

m+ 2

证毕。

(法二) 拟合法

考虑
n∑

i=1

im

nm
=

n

m+ 1
+

1

2
+ o(1)(n→ ∞)

因此
n

m+ 1
=

n∑
i=1

im

nm
− 1

2
+ o(1)
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因此

n∑
i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1

=
n∑

i=1

im

nm + i · nm−2
−

n∑
i=1

im

nm
+

1

2
+ o(1)

=

n∑
i=1

(
im

nm + i · nm−2
− im

nm

)
+

1

2
+ o(1)

=
1

2
−

n∑
i=1

im+1

n2(nm + i · nm−2)
+ o(1)

考虑

n∑
i=1

im+1

n2(nm + nm−1)
<

n∑
i=1

im+1

n2(nm + i · nm−2)
<

n∑
i=1

im+1

nm+2

由于

lim
n→∞

n∑
i=1

im+1

nm+2
=

∫ 1

0

xm+1dx =
1

m+ 2

以及

lim
n→∞

n∑
i=1

im+1

n2(nm + nm−1)
= lim

n→∞

n∑
i=1

im+1

nm+2
· lim
n→∞

n

1 + n
=

1

m+ 2

因此

lim
n→∞

n∑
i=1

im+1

n2(nm + i · nm−2)
=

1

m+ 2

因此

lim
n→∞

[
n∑

i=1

im

nm + i · nm−2
− n

m+ 1

]
=

1

2
− 1

m+ 2

证毕。

18 上下极限

定理 1 若数 a 的任一邻域都含有数列 {xn} 中的无限多项，则称 a 为数列 {xn} 的一个聚点。

推论 1 若数列 {xn} 存在收敛子列 {xnk
}，且 limk→∞{xnk

} = a，则 a 为数列 {xn} 的一个聚
点。

定理 2 有界数列 {xn} 至少有一个聚点，且存在最大聚点与最小聚点。
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定义 1 记有界数列 {xn} 的最大聚点为 A，称为数列 {xn} 的上极限；最小聚点为 A, 称为数
列 {xn} 的下极限。记作：

lim
n→∞

xn = A

lim
n→∞

xn = A

推论 2 有界的数列必有上下极限。

定理 3 数列 {xn} 收敛的充要条件是 {xn} 的上下极限都存在并且相等。即

lim
n→∞

{xn} = A⇔ lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = A

因此，在某些求极限的题目中 (尤其是递推形式的数列极限问题)，如果我们已经知道数列有界了，
那么就可以分别对递推式取上下极限，如果上下极限相等，那么原极限存在。

【例 18.1】设 {an}，{bn} 都是有界数列，且有:

lim
n→∞

bn = b, an+1 + 2an = bn

证明 limn→∞ an 存在。

证明：因为 {an} 有界，故可设 A 和 A 分别为 {an} 的上极限和下极限。
由于

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

bn + lim
n→∞

an

以及

an+2 = bn+1 + 2(−an+1)

−an+1 = −bn + 2an

那么有

A = lim
n→∞

an

= lim
n→∞

an+2

= b+ 2 lim
n→∞

(−an+1)

= b+ 2(−b+ 2 lim
n→∞

an)

= −b+ 4 lim
n→∞

an

= −b+ 4A

因此

lim
n→∞

an =
b

3
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同理可得

lim
n→∞

an =
b

3

因此

lim
n→∞

an =
b

3

【例 18.2】设 x0, y0 ∈ R，对于 n ≥ 0，定义:


xn+1 =

1

x2n + xnyn + 2y2n + 1

yn+1 =
1

2x2n + xnyn + y2n + 1

证明：(1)limn→∞(xn − yn) = 0;(2) 数列 {xn} 收敛.
证明：(1) 注意到 x2 + xy + y2 ≥ 0(∀x, y ∈ R) 显然 xn, yn ∈ [0, 1](∀n ≥ 1)

对于 n ≥ 1，有

|xn+1 − yn+1|

=

∣∣∣∣ 1

x2n + xnyn + 2y2n + 1
− 1

2x2n + xnyn + y2n + 1

∣∣∣∣
=

(xn + yn)|xn − yn|
(x2n + xnyn + 2y2n + 1)(2x2n + xnyn + y2n + 1)

≤ (xn + yn)|xn − yn|
1 + 3x2n + 2xnyn + 3y2n

≤ 1

2
|xn − yn|

因此 |xn − yn| ≤ |x1−y1|
2n−1 (n ≥ 1). 因此 limn→∞(xn − yn) = 0

(2) 记 L = limn→∞ xn, l = limn→∞ xn 显然 0 ≤ l ≤ L ≤ 1 由于

(xn − yn)(3xn + 2yn)

= 3x2n − xnyn − 2y2n

= 4x2n − (x2n + xnyn + 2y2n)

因此

lim
n→∞

[4x2n − (x2n + xnyn + 2y2n)] = 0

那么

lim
n→∞

(x2n + xnyn + 2y2n) = 4L2

lim
n→∞

(x2n + xnyn + 2y2n) = 4l2
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而

x2n + xnyn + 2y2n =
1

xn+1

− 1

因此 4L2 = 1
l
− 1,4l2 = 1

L
− 1 因此

4Ll2 + L = 4L2l + l = 1

若 L ̸= l，则 4Ll = 1 及 L+ l = 1，仍得到 L = l = 1
2
矛盾。因此 L = l, 从而数列 {xn} 收敛.

【例 18.3】设 βn > 0，函数 f(x) 在 [−1, 2] 有界，[0, 1] 黎曼可积，证明:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n
+ βn

)
=

∫ 1

0

f(x)dx

证明：首先我们引入一个定理：

定理 4 黎曼可积函数可以用连续函数逼近, 即 ∀ε > 0, 存在连续函数 g(x)，使得:∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

g(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

具体证明详见：https://zhuanlan.zhihu.com/p/130394480
因此 ∀ε > 0，存在 f(x), g(x) 使得

h(x) ≤ f(x) ≤ g(x),

∫ 1

0

g(x)dx− ε ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ 1

0

h(x)dx+ ε

若 f(x) 为 [0, 1] 上的连续函数，则在 [0, 1] 上一致连续，那么 ∀ε > 0, ∃N > 0，当 n > N 时，有∣∣∣∣f (kn + βn

)
− f

(
k

n

)∣∣∣∣ < ε

以及

ε =
1

n

n∑
k=1

ε

如果 F (x) ∈ R[−2, 1]，则：

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

F

(
k

n
+ βn

)
≤ lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

g

(
k

n
+ βn

)
=

∫ 1

0

g(x)dx ≤
∫ 1

0

F (x)dx+ ε

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

F

(
k

n
+ βn

)
≥ lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

h

(
k

n
+ βn

)
=

∫ 1

0

h(x)dx ≥
∫ 1

0

F (x)dx− ε

因此∫ 1

0

F (x)dx− ε ≤ lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

F

(
k

n
+ βn

)
≤ lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

F

(
k

n
+ βn

)
≤
∫ 1

0

F (x)dx+ ε

因此

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

F

(
k

n
+ βn

)
=

∫ 1

0

F (x)dx
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但是到此还没有结束，因为 f 是定义在 [−2, 1] 上的有界函数，但在 [0, 1] 上黎曼可积，因此 k
n
+βn

的值可能超出 [0, 1], 因此我们还要考虑 k
n
+ βn < 0 的情况，此时 k ∈ [1,−nβn] ∪ [n(1− βn), n] = S 那

么 ∣∣∣∣∣ lim
n→∞

1

n

∑
k∈S

f

(
k

n
+ βn

)∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[1,2]

f(x) · lim
n→∞

2|nβn|+ 1

n
→ 0(n→ ∞)

因此

lim
n→∞

1

n

∑
k,−2≤x<0

f

(
k

n
+ βn

)
= 0

因此我们可以定义

F (x) =

f(x) if 0 ≤ x ≤ 1,

0 if − 2 ≤ x ≤ 1.

那么 ∫ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

F

(
k

n
+ βn

)
= lim

n→∞

1

n

∑
k,0≤x≤1

f

(
k

n
+ βn

)
= lim

n→∞

1

n

∑
k,0≤x≤1

f

(
k

n
+ βn

)
+ lim

n→∞

1

n

∑
k,−2≤x<0

f

(
k

n
+ βn

)

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n
+ βn

)

证毕。

19 分段估计

在某些含有定积分的极限题，例如

lim
n→∞

∫ b

a

f(n, x)dx

我们经常看到答案的做法是拆分区间，而且是某些特定的点的某个邻域。下面我会举一些典型的例子说

明如何找拆分的区间。

【例 19.1】求:

lim
n→∞

∫ 1

0

xndx

我们观察被积函数，发现当 0 < x < 1 时，xn → 0(n→ ∞) 。于是我们猜测在 [0, 1− ϵ) 内的邻域内的

积分值足够小以至于可以忽略（为 0），而在 [1− ϵ, 1] 这个区间内积分值占主要地位。那么我们自然的

将积分分成两个区间。

lim
n→∞

∫ 1

0

xndx = lim
n→∞

∫ 1−ε

0

xndx+ lim
n→∞

∫ 1

1−ε

xndx
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由于 xn 单调递增，那么对于第一项∫ 1−ε

0

xndx ≤
∫ 1−ε

0

(1− ε)
n
dx ≤(1− ε)

n → 0(n→ 0)

对于第二项： ∫ 1

1−ε

xndx ≤
∫ 1

1−ε

1ndx = ε

那么就证明了

lim
n→∞

∫ 1

0

xndx = 0

上面这个例子是最平凡，最普通的例子。但是也反应出了该方法的本质，就是找“最值点”或者说“破

坏点”，然后在该点的小邻域内进行分割区间，我们希望包含该点的积分与原积分同值（或者为 0），不
包含该点的积分值为 0（或者与原积分同值）。总的来说“破坏点”大致分为两类：

定义 1 (破坏点)：
第一类：函数 f(n, x) 在 x = xi 处对 n 取极限，极限值不为 0（可以是无穷大），在其它点的极
限为 0；
第二类：函数 f(n, x) 在 x = xi 处对 n 取极限，极限值为 0，在其它点的极限不为 0。

那么求极限时

lim
n→∞

∫ b

a

f(n, x)dx

我们一般可以这样操作：

1. 我们找到若干个破坏点 xi ∈ [a, b]

(1) 若 xi 中有区间 [a, b] 的某个端点，我们可以拆分成 [a, a+ ε]
⋃
[a+ ε, b] 或 [a, b− ε]

⋃
[b− ε, b]；

(2) 若含有两个端点，我们可以拆分成 [a, a+ ε]
⋃
[a+ ε, b− ε]

⋃
[b− ε, b]；

(3) 若含有开区间内的某个点 xi，则拆分成 [a, xi − εi]
⋃
[xi − εi, xi + εi]

⋃
[xi + εi, b].

2. 将含有破坏点的区间积分累加计算，将不含有破坏点的区间累加计算。
那么一般会有：

(1) 破坏点为全为第一类破坏点时 (下面式子没有加入端点，如果端点取到破坏点要加上端点):

lim
n→∞

k∑
i=1

∫ xi+εi

xi−εi

f(n, x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

f(n, x)dx

(2) 破坏点为全为第二类破坏点时 (下面式子没有加入端点，如果端点取到破坏点要加上端点):

lim
n→∞

k∑
i=1

∫ xi+εi

xi−εi

f(n, x)dx = 0
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【例 19.2】设 f(x) 在 [a, b] 上黎曼可积。0 ≤ f(x) < 1, x ∈ [a, b), f(b) = 1，求：

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx

解： ∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b−ε

a

fn(x)dx+

∫ b

b−ε

fn(x)dx

对于第一项，由积分中值定理，

∃ ξ ∈ (a, b− ε) s.t.∫ b−ε

a

fn(x)dx ≤ fn(ξ)(b− a) → 0(n→ ∞)

对于第二项，有 ∫ b

b−ε

fn(x)dx ≤
∫ b

b−ε

1ndx = ε

因此

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx = 0

我们再举一些具体的例子：

【例 19.3】计算：

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx

解： ∫ π
2

0

sinn xdx =

∫ π
2 −ε

0

sinn xdx+

∫ π
2

π
2 −ε

sinn xdx

对于第一项： ∫ π
2 −ε

0

sinn xdx ≤ π

2
sinn

(π
2
− ε
)
→ 0(n→ ∞)

对于第二项： ∫ π
2

π
2 −ε

sinn xdx ≤
∫ π

2

π
2 −ε

1ndx = ε

因此

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx = 0

【例 19.4】f(x) ∈ R[0, 1] 在 x = 1 处连续，证明：

lim
n→∞

n

∫ 1

0

xnf(x)dx = f(1)

解：由于 f(x) 在 [0,1] 上黎曼可积，那么一定有界，设为 M , 且有∫ 1

0

xnf(x)dx =

∫ 1−ε

0

xnf(x)dx+

∫ 1

1−ε

xnf(x)dx

对于第一项，由积分中值定理，∃ ξ ∈ (a, b− ε) s.t.

|n
∫ 1−ε

0

xnf(x)dx| = n|ξn
∫ 1−ε

0

f(x)dx| ≤ n(1− ε)n·sup|f(x)|
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对于第二项，有

n

∫ 1

1−ε

xnf(x)dx = nf(ξ′)

∫ 1

1−ε

xndx = f(ξ′)

(
n

n+ 1
− n

(1− ε)n

n+ 1

)
其中 1− ε < ξ′ < 1. 我们的目标是让第一项趋于 0，第二项趋于 f(1)(因为 xn 占主导地位，x=1 为最
大值) 我们只需 n(1− ε)n → 0(n→ ∞) 即可。我们取 ε = 1√

n
，那么

lim
n→∞

n(1− ε)n

= lim
n→∞

n(1− 1√
n
)n

= lim
n→∞

nenln(1−
1√
n
)

= lim
n→∞

enln(1−
1√
n
)+lnn

= lim
n→∞

en(−
1√
n
− 1

2n+o( 1
n ))+lnn

= lim
n→∞

e−
√
n− 1

2+lnn+o(1)

= 0

于是

lim
n→∞

n

∫ 1

0

xnf(x)dx

= lim
n→∞

n

∫ 1

1−ε

xnf(x)dx

= lim
n→∞

f(ξ′)

(
n

n+ 1
− n

(1− ε)n

n+ 1

)
= lim

n→∞
f(ξ′)

= lim
ξ′→1

f(ξ′)

= f(1)

因此

lim
n→∞

n

∫ 1

0

xnf(x)dx = f(1)

这个证明过程的方法不难想到，可以使用拆分区间去做，但是要找到合适的 ε(n) 才能做出来。
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【例 19.5】f(x) ∈ C[0, 1]，证明：

lim
n→∞

∫ 1

0

n

1 + n2x2
f(x)dx = lim

h→0+

∫ 1

0

h

x2 + h2
f(x)dx =

π

2
f(0)

证明：我们只需证明

lim
h→0+

∫ 1

0

h

x2 + h2
f(x)dx =

π

2
f(0)

即可，那么由海涅归结原则，取数列 xn = 1
n
→ 0+(n→ +∞), 那么就会有

lim
n→∞

∫ 1

0

1
n

x2 + ( 1
n
)2
f(x)dx = lim

n→∞

∫ 1

0

n

1 + n2x2
f(x)dx =

π

2
f(0)

我们下面证明

lim
h→0+

∫ 1

0

h

x2 + h2
f(x)dx =

π

2
f(0)

我们发现当 x 趋于 0 时，被积函数取最大值（趋于无穷）。那么我们在 x = 0 的邻域内分割区间。

那么： ∫ 1

0

h

x2 + h2
f(x)dx =

∫ ε

0

h

x2 + h2
f(x)dx+

∫ 1

ε

h

x2 + h2
f(x)dx

对于第一部分，应用积分中值定理：∫ ε

0

h

x2 + h2
f(x)dx = f(ξ)

∫ ε

0

h

x2 + h2
dx = f(ξ)arctan(

ε

h
)

对于第二部分:

|
∫ 1

ε

h

x2 + h2
f(x)dx|

≤ max|f(x)||
∫ 1

ε

h

x2 + h2
dx|

=M·|arctan( 1
h
)− arctan(

ε

h
)|

于是，我们需要找到一个 ε 使得

lim
h→0+

arctan(
ε

h
) =

π

2

事实上，只需取 ε =
√
h 即可，那么就有

lim
h→0+

∫ ε

0

h

x2 + h2
f(x)dx = lim

h→0+
f(ξ)arctan(

ε

h
) =

π

2
f(0)

而且有

lim
h→0+

M·[arctan(
1

h
)− arctan(

ε

h
)] = 0
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因此

lim
h→0+

∫ 1

0

h

x2 + h2
f(x)dx

= lim
h→0+

∫ ε

0

h

x2 + h2
f(x)dx+ lim

h→0+

∫ 1

ε

h

x2 + h2
f(x)dx

=
π

2
f(0)

有时候，题目不一定让求的是极限，也有可能是比较大小等，也可以考虑分割区间。

【例 19.6】设：

an =

∫ π
2

0

t

∣∣∣∣sin(nt)sin(t)

∣∣∣∣3 dt
证明

∑
1
an
发散。证明：我们发现

∣∣∣ sin(nt)
sin(t)

∣∣∣3 → n3(t → 0+) 因为 n 可以取到无穷大，我们认为此处为

“破坏点”（“最大值点”）。（其它点处该函数有界），因此考虑：

∫ π
2

0

t

∣∣∣∣sin(nt)sin(t)

∣∣∣∣3 dt = ∫ ε

0

t

∣∣∣∣sin(nt)sin(t)

∣∣∣∣3 dt+ ∫ π
2

ε

t

∣∣∣∣sin(nt)sin(t)

∣∣∣∣3 dt
因为不是求极限，所以两段积分都可以放缩，但不会是 0。题目要证明

∑
1
an
发散，我们只需要证明

an < kn(k > 0), 那么有
∑

1
an
>
∑

1
kn
发散。

对于第一部分, 我们首先证明这样的事实

| sinnt| ≤ n| sin t|

我们使用数学归纳法证明：

1.n = 1 时显然成立；

2. 假设 n ≤ k 成立；

那么 n = k + 1 时

| sin(k + 1)x| = | sin(kx+ x)|

= | sin kx cosx+ sinx cos kx|

≤ | sin kx cosx|+ | sinx cos kx|

≤ | sin kx|| cosx|+ | sinx|| cos kx|

≤ | sin kx|+ | sinx|

≤ k| sinx|+ | sinx|

= (k + 1)| sinx|

因此 ∫ ε

0

t

∣∣∣∣sin(nt)sin(t)

∣∣∣∣3 dt ≤ n3

∫ ε

0

tdx =
ε2n3

2
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对于第二部分，由于 sinx ≥ 2
π
x(0 ≤ x ≤ π

2
), 那么∫ π

2

ε

t

∣∣∣∣sin(nt)sin(t)

∣∣∣∣3 dt
≤
∫ π

2

ε

t

∣∣∣∣ 1

sin(t)

∣∣∣∣3 dt
≤
∫ π

2

ε

t·(
π

2t
)3dt

=
π3

8
(
1

ε
− 2

π
)

<
π3

8ε

因此，我们需要找到一个 ε，使得
ε2n3

2
+
π3

8ε
< kn

即可。

这里我们选择 ε = 1
n
，那么有

ε2n3

2
+
π3

8ε
< 10n

因此 ∑ 1

an
>

1

10

∑ 1

n

因此
∑

1
an
发散。

【例 19.7】求：

lim
n→∞

∫ 1

0

2x· arctan(nx)·ex2

dx

解：当且仅当 x→ 0 时，被积函数趋于 0，因此破坏点为 x = 0, 那么

∫ 1

0

2x· arctan(nx)·ex2

dx

=

∫ 1√
n

0

2x· arctan(nx)·ex2

dx+

∫ 1

1√
n

2x· arctan(nx)·ex2

dx

那么

0 ≤ I1 =

∫ 1√
n

0

2x· arctan(nx)·ex2

dx

≤
∫ 1√

n

0

2x· arctan(n 1√
n
)·ex2

dx

= arctan(
√
n)(e

1
n − 1) → 0(n→ ∞)
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I2 =

∫ 1

1√
n

2x· arctan(nx)·ex2

dx

= arctan(nξ)
∫ 1

1√
n

2x·ex2

dx

= arctan(nξ)(e− e
1
n ) → π

2
(e− 1)(n→ ∞)

因此

lim
n→∞

∫ 1

0

2x·arctan(nx)·ex2

dx =
π

2
(e− 1)

20 Arzela 控制收敛定理

上一节，我们使用了拆分区间，分段估计的方法计算形如 limn→
∫ b

a
fn(x)dx 的极限，于是我们自然

会想，如果极限与积分能够交换顺序，那么先求内层极限，那么

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx

就会更加方便计算。下面引入几个定义及定理，确保我们可以这样操作：

定义 1 (一致有界) 设 {fn(x)} 为函数列，若存在 M > 0，对任意的 n 和 x ∈ D，都有

|fn(x)| ≤M

则称 {fn(x)} 在 D 上一致有界。

定义 2 (逐点收敛) 设 {fn(x)} 为函数列，若对于任一 x0 ∈ D，都有 limn→∞ fn(x0) = f(x0)，

即 ∀x0 ∈ D(事先给定 x0),∀ε > 0，存在 N > 0，当 n > N 时，有

|fn(x0)− f(x0)| < ε

则称函数序列 fn(x) 逐点收敛于 f(x)。

定义 3 (一致收敛) 设 {fn(x)} 为函数列，若 ∀ε > 0，存在 N > 0，当 n > N 时, 对 ∀x ∈ D,
有

|fn(x)− f(x)| < ε

则称函数序列 fn(x) 一致收敛于 f(x)。
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定理 1 设 {fn(x)} 在闭区间 I = [a, b] 上一致收敛于 f(x)，且每一项都连续，那么：

1.f(x) 在 I 上连续；

2.
lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx

3.
d

dx

[
lim
n→∞

fn(x)
]
= lim

n→∞

d

dx
fn(x)

定理 2 (Arzela 控制收敛定理) 设 {fn(x)}(x ∈ D = [a, b]) 为函数列，若满足：

1. 对任意 n, x，有 fn(x) 黎曼可积；

2.{fn(x)} 在 D 上一致有界；

3.limn→∞ fn(x) = f(x)(不要求一致收敛), 且 f(x) 在 D 上黎曼可积.
那么有

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx

【例 20.1】求：

lim
n→∞

∫ 1

0

xndx

解：由于

lim
n→∞

xn =

0 , if 0 ≤ x < 1

1 , if x = 1

因此

lim
n→∞

∫ 1

0

xndx = lim
n→∞

∫ 1−ε

0

xndx+ lim
n→∞

∫ 1

1−ε

xndx = I1 + I2

对于第一项

I1 = lim
n→∞

∫ 1−ε

0

xndx =

∫ 1−ε

0

lim
n→∞

xndx = 0

对于第二项

I2 = lim
n→∞

∫ 1

1−ε

xndx ≤ lim
n→∞

∫ 1

1−ε

1ndx = ε

因此

lim
n→∞

∫ 1

0

xndx = 0

通过该题可以知道，如果 limn→∞ fn(x) = f(x)，那么 f(x) 在端点处间断也不影响积分取值 (前提
是可积)，因此以后这样的题就可以不需要考虑端点，拆分区间了。

【例 20.2】求：

lim
n→∞

∫ 1

0

dt

(1 + t4)n

解：

lim
n→∞

∫ 1

0

dt

(1 + t4)n
=

∫ 1

0

lim
n→∞

dt

(1 + t4)n
=

∫ 1

0

0dt = 0
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【例 20.3】求：

lim
n→∞

n

∫ a

1

dx

1 + xn
(a > 1)

解：令 t = 1
x
, dx = − 1

t2
dt，则

lim
n→∞

n

∫ a

1

dx

1 + xn
= lim

n→∞
n

∫ 1
a

1

1

1 + 1
tn

(
− 1

t2
dt

)
= lim

n→∞

∫ 1

1
a

ntn−2

1 + tn
dt = lim

n→∞

∫ 1

1
a

ntn−1

t(1 + tn)
dt

因为

lim
n→∞

∫ 1

1
a

ntn−1

t(1 + tn)
dt

= lim
n→∞

∫ 1

1
a

1

t
d[ln(1 + tn)]

= ln 2− lim
n→∞

a ln
(
1 +

1

an

)
+ lim

n→∞

∫ 1

1
a

ln(1 + tn)

t2
dt

= ln 2 + lim
n→∞

∫ 1

1
a

ln(1 + tn)

t2
dt

当 1
a
≤ t < 1 时

lim
n→∞

ln(1 + tn)

t2
= lim

n→∞

tn

t2
= 0

因此

lim
n→∞

∫ 1

1
a

ln(1 + tn)

t2
dt =

∫ 1

1
a

lim
n→∞

ln(1 + tn)

t2
dt = 0

因此

lim
n→∞

n

∫ a

1

dx

1 + xn
= ln 2

【例 20.4】求：

lim
n→∞

∫ 1

0

2x · arctan(nx) · ex2

dx

解：

lim
n→∞

∫ 1

0

2x · arctan(nx) · ex2

dx

=

∫ 1

0

lim
n→∞

2x · arctan(nx) · ex2

dx

=

∫ 1

0

2x · π
2
· ex

2

dx

=
π

2

∫ 1

0

ex
2

d(x2)

=
π

2
(e− 1)
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21 Laplace 方法

求解形如 limn→
∫ b

a
fn(x)dx 的极限时，一种方法是找“最大值点”或者“破坏点”，然后人工拆分

区间将“破坏点”分隔，然后分段计算每个极限。一种方法是使用 Arzela 控制收敛定理，将积分与极
限交换顺序。其中，有一类形如

lim
n→∞

∫ b

a

φ(x)enh(x)dx (∗)

特殊的极限, 我们可以使用 Laplace 方法解决。
Laplace 方法是极限积分极限的一种有效方法，其本质是找“阶的集中点”，也即当 n 趋于无穷大

时，到底哪一部分占“主导”。该定理主要解决形如上面类型的极限：

如果类似这样的积分极限:

lim
n→∞

∫ b

a

φ(x)fn(x)dx (f(x) > 0)

我们令 h(x) = ln f(x) 即可转化为 (∗) 类型的极限。下面叙述 Laplace 方法的主要内容：

定理 1 (Laplace 方法)：设 φ(x) 与 h(x) 在 [a, b] 上有定义，且：

（1）∃n0 ∈ N , 对 ∀n ≥ n0，都有 φ(x)enh(x) 在 [a, b] 上可积；

（2）1. 存在唯一的点 ξ ∈ (a, b)，使得 h(ξ) 为 h(x) 在 [a, b] 上的最大值，2. 对于任何不含有 ξ 的

闭区间 [α, β]，即 ξ /∈ [α, β] ⊂ [a, b]，都有 supx∈[α,β]h(x) < h(ξ)；

（3）在 ξ 的一个小邻域内，h′′(x) 连续，h′′(ξ) < 0;
（4）φ(x) 在 x = ξ 连续，且 φ(ξ) ̸= 0。

那么当 n→ ∞ 时，我们有

∫ b

a

φ(x)enh(x)dx ∼ φ(ξ)

√
− 2π

nh′′(ξ)
enh(ξ)

我们先解释一下这几条要求。

首先 φ(x) 与 h(x) 在 [a, b] 上有定义是显然的，因为定积分中 x 的取值范围就是 [a, b]；

其次第（1）条所要求的是当 n 充分大后，φ(x)enh(x) 可积，因为我们要求的是极限，所以可以不

用考虑前面有限项；

第（2）1. 体现了分段估计的思想，但是要求 h(x) 仅有一个最大值点且不在端点 2. 而第二点要求
的存在是考虑到某些不连续的函数，虽然仅有一个不为端点的最大值，但存在第一类间断点的情况。例

如

h(x) =



x, 0 ≤ x ≤ 1

−x+ 2, 1 < x ≤ 2

x− 2, 2 < x < 3

0, x = 3

−x+ 4, 3 < x ≤ 4
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图 1: h(x) 图像

h(x) 在 [0, 4] 仅有一个最大值点 x = 1，但是在 [2, 4] 上有 supx∈[2,4]h(x) = 1 不满足第二点要求。

第（3）和（4）的要求是为了让中间推导过程和结果有意义。
为了方便叙述，我们回顾一下 O 记号。其定义为：

若 g(x) > 0，存在 A > 0，使得

|f(x)| ≤ Ag(x) (x ∈ D)

那么记 f(x) = O(g(x))。

性质：如果 |f(x)| ≤ O(g(x))，那么 f(x) = O(g(x))

证明：由于 |f(x)| ≤ O(g(x)) ≤ Ag(x)，因此 f(x) = O(g(x))

下面证明该定理：

证明：

首先，我们先确定一个 n0。事实上，我们只需取 n0 = 0 即可，因为若 n0 = 0 时已证明，那么对

于 n ≥ n1 ≥ n0 = 0 的 n，上述定理都成立。

我们首先将积分区间进行划分。因为 ξ 点为最大值点，因此我们将点 ξ 隔离开。

由于这和上次讨论的有些差别（上次的是求极限，这次的是证明等价，相当于求阶），因此我们需

要将区间分割再精确一点，即阶在 ξ 点附近，那么我们如果讨论 [ξ − ε, ξ + ε] 就会更方便一点。并且我

们在证明过程中需要用到 h(x) 的导数，所以我们需要多划分一个区间，以保证在该区间 h(x) 可导（或

者二阶可导）

因此我们选取一个较小的 δ > 0，使得 h′′(x) ≤ −k < 0(x ∈ [ξ − δ, ξ + δ])(二阶可导且有上界)
我们计算∫ b

a

φ(x)en[h(x)−h(ξ)]dx =

∫ ξ−δ

a

+

∫ ξ−n− 2
5

ξ−δ

+

∫ ξ+n− 2
5

ξ−n− 2
5

+

∫ ξ+δ

ξ+n− 2
5

+

∫ b

ξ+δ

φ(x)en[h(x)−h(ξ)]dx

记每段积分分别为 I1, I2, I3, I4, I5.I = I1 + I2 + I3 + I4 + I5(等会可以看到为什么这样分割区间)
记 m′ = supx∈[a,ξ−δ][h(x)− h(ξ)] < 0, 则

I1 =

∫ ξ−δ

a

φ(x)en[h(x)−h(ξ)]dx
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那么 en[h(x)−h(ξ)] ≤ 1·enm′
，即 en[h(x)−h(ξ)] = O(enm

′
) 而

∫ ξ−δ

a
φ(x)dx 有界，即

∫ ξ−δ

a
φ(x) ≤M 那

么

I1 = O(enm
′
)

∫ ξ−δ

a

φ(x)dx = O(enm
′
)·O(1) = O(enm

′
)

同理，若令 m′′ = supx∈[ξ+δ,b][h(x)− h(ξ)] < 0 那么 I5 = O(enm
′′
)

下面讨论 I2，在 [ξ − δ, ξ − n− 2
5 ] 上 h(x) 二阶可导，那么由于 h(ξ) 为最大值且在 ξ 附近连续，因

此 h′(ξ) = 0。

h(x) = h(ξ) +
h′′(η)

2
(x− ξ)2, η = ξ + θ(x− ξ), 0 < θ < 1

结合刚才规定 h′′(x) ≤ −k < 0(x ∈ [ξ − δ, ξ + δ])，那么我们有

h(x)− h(ξ) =
h′′(η)

2
(x− ξ)2 ≤ −k

2
(x− ξ)2

I2 =

∫ ξ−n− 2
5

ξ−δ

φ(x)en[h(x)−h(ξ)]dx

≤
∫ ξ−n− 2

5

ξ−δ

φ(x)e−n k
2 (x−ξ)2dx

≤
∫ ξ−n− 2

5

ξ−δ

φ(x)e−n k
2n

− 4
5 dx

=

∫ ξ−n− 2
5

ξ−δ

φ(x)e−
k
2n

1
5 dx

= O
(
e−

k
2n

1
5

)

同理 I4 = O(e−
k
2n

1
5 )

下面估计 I3.
由积分中值定理，得

I3 =

∫ ξ+n− 2
5

ξ−n− 2
5

φ(x)en[h(x)−h(ξ)]dx = φ(ξn)

∫ ξ+n− 2
5

ξ−n− 2
5

en[h(x)−h(ξ)]dx

由于 limn→∞ φ(ξn) = φ(ξ) 因此 φ(ξn) = φ(ξ) + φ(ξ)·o(1) = φ(ξ)(1 + o(1)) 因此

I3 = φ(ξ)(1 + o(1))

∫ ξ+n− 2
5

ξ−n− 2
5

en[h(x)−h(ξ)]dx

记 S = [ξ − n− 2
5 , ξ + n− 2

5 ]

a = minx∈Sh
′′(x), A = maxx∈Sh

′′(x)

那么

a = h′′(ξ)(1 + o(1)), A = h′′(ξ)(1 + o(1))
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由于
a

2
(x− ξ)2 ≤ h(x)− h(ξ) =

h′′(η)

2
(x− ξ)2 ≤ A

2
(x− ξ)2

那么 ∫ ξ+n− 2
5

ξ−n− 2
5

en
a
2 (x−ξ)2dx ≤

∫ ξ+n− 2
5

ξ−n− 2
5

en[h(x)−h(ξ)]dx ≤
∫ ξ+n− 2

5

ξ−n− 2
5

en
A
2 (x−ξ)2dx

计算左边积分，作换元 − 1
2
na(x− ξ)2 = y2, dx =

√
− 2

na
dy 因此

Ileft =

∫ ξ+n− 2
5

ξ−n− 2
5

en
a
2 (x−ξ)2dx

=

∫ √
− a

2 ·n
1
10

−
√

− a
2 ·n

1
10

e−y2

√
− 2

na
dy

=

√
− 2

na

∫ +∞

−∞
−
∫ +∞

√
− a

2 ·n
1
10

−
∫ −

√
− a

2 ·n
1
10

−∞

 e−y2

dy

由于 ∫ +∞

−∞
e−y2

dy =
√
π

当 n 充分大时，后两项趋于 0，因此−
∫ +∞

√
− a

2 ·n
1
10

−
∫ −

√
− a

2 ·n
1
10

−∞

 e−y2

dy = o(1) = o(1)·
√
π

那么

Ileft =

√
− 2

na
(1 + o(1))

√
π =

√
− 2π

nh′′(ξ)
(1 + o(1)), (n→ ∞)

同理

Iright =

√
− 2π

nh′′(ξ)
(1 + o(1)), n→ ∞

因此

I3 = φ(ξ)

√
− 2π

nh′′(ξ)
(1 + o(1)), n→ ∞

那么

I =

∫ b

a

φ(x)en[h(x)−h(ξ)]dx = φ(ξ)

√
− 2π

nh′′(ξ)
(1 + o(1)) +O(enm

′
) +O(enm

′′
) +O(e−

k
2n

1
5 )

由于 m′,m′′ < 0，因此 O(enm
′
) +O(enm

′′
) +O(e−

k
2n

1
5 ) → 0(n→ ∞)

那么 ∫ b

a

φ(x)en[h(x)−h(ξ)]dx = φ(ξ)

√
− 2π

nh′′(ξ)
(1 + o(1))(n→ ∞)
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两边同时乘以 eh(ξ) 即得∫ b

a

φ(x)enh(x)dx ∼ φ(ξ)

√
− 2π

nh′′(ξ)
enh(ξ)(n→ ∞)

这样，我们就证明了这个定理。

注：若 a 或 b 为 ∞，只需 φ(x)enh(x)(n ≥ n0) 在无穷区间可积即可。

我们用这个定理推导 Stirling 公式。

【例 21.1】证明:

n! ∼
√
2nπ(

n

e
)n (n → ∞)

证明：考虑

Γ(n+ 1) =

∫ ∞

0

yne−ydy = nn+1

∫ ∞

0

(xe−x)ndx(y=nx 代换)

那么可以取

a = 0, b = +∞, φ(x) = 1, h(x) = lnx− x, ξ = 1

因此

n! ∼ nn+1

√
2π

n
e−n =

√
2nπ(

n

e
)n (n → ∞)

但在实际问题中，我们经常遇到最大值在端点的情况。我们需要稍加修改一下条件和结论即可。下

面给出两个定理，解决最大值在端点的情况。我们只考虑在左端点 x = a 的情况，最大值在右端点时通

过变量代换即可换成左端点。

定理 2
设 φ(x) 与 h(x) 在 [a, b] 上有定义，且：

（1）∃n0 ∈ N , 对 ∀n ≥ n0，都有 φ(x)enh(x) 在 [a, b] 上可积；

（2）1. h(a) 为 h(x) 在 [a, b] 上的最大值，2. 对于任何不含有 a 的闭区间 [α, β] ，都有

supx∈[α,β]h(x) < h(a) ；

（3）在 a 的某个右邻域内，h′′(x) 与 φ(x) 都连续；

（4）h′(a) = 0, h′′(a) < 0 ，且 φ(a) ̸= 0 。

那么当 n→ ∞ 时，我们有∫ b

a

φ(x)enh(x)dx ∼ φ(a)

√
− π

2nh′′(a)
enh(a)

80



Math
Enth

usi
ast

卢鹏博——计算极限的若干方法

有时可能不满足 h′(a) = 0，那么有下面定理：

定理 3
设 φ(x) 与 h(x) 在 [a, b] 上有定义，且：

（1）∃n0 ∈ N , 对 ∀n ≥ n0，都有 φ(x)enh(x) 在 [a, b] 上可积；

（2）1. h(a) 为 h(x) 在 [a, b] 上的最大值，2. 对于任何不含有 a 的闭区间 [α, β] ，都有

supx∈[α,β]h(x) < h(a) ；

（3）在 a 的某个右邻域内，h′(x) 与 φ(x) 都连续；

（4）h′(a) < 0 且 φ(a) ̸= 0 。

那么当 n→ ∞ 时，我们有 ∫ b

a

φ(x)enh(x)dx ∼ − φ(a)

nh′(a)
enh(a)

【例 21.2】计算:

lim
n→∞

∫ 1

0

xndx

解：令 t = 1− x ，则 dx = −dt，因此∫ 1

0

xndx =

∫ 1

0

(1− t)ndt =

∫ 1

0

(1− x)ndx

令

φ(x) = 1, h(x) = ln(1− x), ξ = a = 0, h(0) = 0, h′(0) = −1 < 0

那么使用定理 3，立马得到 ∫ 1

0

(1− x)ndx ∼ 1

n
(n→ ∞)

因此

lim
n→∞

∫ 1

0

xndx = 0

【例 21.3】计算:

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx

解：令 t = π
2
− x ，则 dx = −dt，因此∫ π

2

0

sinn xdx =

∫ π
2

0

cosn tdt =
∫ π

2

0

cosn xdx

令

φ(x) = 1, h(x) = ln(cosx), ξ = a = 0, h(0) = 0, h′(0) = 0, h′′(0) = −1 < 0

那么使用定理 2，立马得到 ∫ π
2

0

cosn xdx ∼
√

π

2n
(n→ ∞)

因此

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx = 0
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【例 21.4】计算:

lim
n→∞

√
n

∫ ∞

0

cosx

(1 + x2)n
dx

解：令

a = 0, b = ∞, φ(x) = cosx, h(x) = −ln(1 + x2), ξ = a = 0, h′(a) = 0, h′′(a) = −2

那么使用定理 2，立马得到 ∫ ∞

0

cosx

(1 + x2)n
dx ∼ 1

2

√
π

n
(n→ ∞)

因此

lim
n→∞

√
n

∫ ∞

0

cosx

(1 + x2)n
dx = lim

n→∞

√
n·1

2

√
π

n
=

√
π

2

【例 21.5】计算:

lim
n→∞

√
n

∫ 1

0

(
sinx

x

)n

dx

解：令

a = 0, b = 1, φ(x) = 1, h(x) = ln(
sinx

x
), ξ = a = 0, h′(a+ 0) = 0, h′′(a+ 0) = −1

3

由于在 x = 0 点没有定义，这里用该点的右极限代替，仍可使用定理 2，得到:

∫ 1

0

(
sinx

x
)
n

dx ∼ 1

2

√
6π

n
(n→ ∞)

因此

lim
n→∞

√
n

∫ 1

0

(
sinx

x
)
n

dx = lim
n→∞

√
n·1

2

√
6π

n
=

√
6π

2

【例 21.6】计算:

lim
n→∞

∑n
k=0

nk

k!

en
= lim

n→∞

1 + n
1!
+ n2

2!
+ · · ·+ nn

n!

en

解：由于 Laplace 方法只能解决含有积分的极限，这道题只有极限，但没有积分，所以我们需要构造出
来积分。观察分子，其实就是 en 泰勒展开，展开到 n 次。于是我们自然想到使用带有积分余项的泰勒

公式。即：

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)ndt

先取 f(x) = ex，那么

ex = 1 + x+
1

2
x2 + · · ·+ xk

n!
+

1

n!

∫ x

0

et(x− t)ndt

代入 x = n，得

en = 1 +
n

1!
+
n2

2!
+ · · ·+ nn

n!
+

1

n!

∫ n

0

et(n− t)ndt
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于是

lim
n→∞

1 + n
1!
+ n2

2!
+ · · ·+ nn

n!

en

= lim
n→∞

en − 1
n!

∫ n

0
et(n− t)ndt

en

= 1− lim
n→∞

1

n!

∫ n

0
et(n− t)ndt

en

我们考虑 ∫ n

0

et(n− t)ndt

令 t = nx, dt = ndx，那么∫ n

0

et(n− t)ndt = nn+1

∫ 1

0

enx(1− x)ndx = nn+1

∫ 1

0

en[x+ln(1−x)]dx

取

a = 0, b = 1, φ(x) = 1, h(x) = x+ ln(1− x), ξ = a = 0, h′(a) = 0, h′′(a) = −1

那么由定理 2，得 ∫ 1

0

en[x+ln(1−x)]dx ∼
√

π

2n
(n→ ∞)

那么

lim
n→∞

1

n!

∫ n

0
et(n− t)ndt

en
= lim

n→∞

nn+1

n!·en

√
π

2n

由 Stirling 公式 n! ∼
√
2nπ(n

e
)n (n → ∞)，得

lim
n→∞

nn+1

n!·en

√
π

2n
= lim

n→∞

nn+1

√
2nπ·(n

e
)n·en

√
π

2n
=

1

2

因此

lim
n→∞

1 + n
1!
+ n2

2!
+ · · ·+ nn

n!

en
= 1− 1

2
=

1

2

【例 21.7】令 f(x) = 1− x2 + x3 计算下面极限:

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) ln(x+ 2)dx∫ 1

0
fn(x)dx

解：这道题我们发现“h(x)”在积分区间内有两个最大值点 x = 0, x = 1，因此我们需要拆分区间，可

以将区间拆分为 [0, 1] = [0, 1
2
] ∪ [ 1

2
, 1], 于是：∫ 1

0

fn(x) ln(x+ 2)dx =

∫ 1
2

0

fn(x) ln(x+ 2)dx+

∫ 1

1
2

fn(x) ln(x+ 2)dx = I1 + I2

对于 I1：取

a = 0, b =
1

2
, φ(x) = ln(x+ 2), h(x) = ln(1− x2 + x3), ξ = a = 0, h′(0) = 0, h′′(0) =
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因此，由定理 2，我们得到
I1 ∼ ln 2

√
π

4n

对于 I2, 令 t = 1− x ，那么

I2 =

∫ 1
2

0

(1− t+ 2t2 − t3)n ln(3− t)dt =

∫ 1
2

0

(1− x+ 2x2 − x3)n ln(3− x)dx

取

a = 0, b =
1

2
, φ(x) = ln(3− x), h(x) = ln(1− x+ 2x2 − x3), ξ = a = 0, h′(0) = −1

因此，由定理 3，我们得到
I2 ∼

ln 3

n
= o(

1√
n
)

同理，对于 ∫ 1

0

fn(x)dx =

∫ 1
2

0

fn(x)dx+

∫ 1

1
2

fn(x)dx = I3 + I4

因此

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) ln(x+ 2)dx∫ 1

0
fn(x)dx

= lim
n→∞

ln 2
√

π
4n

+ o( 1√
n
)√

π
4n

+ o( 1√
n
)

= ln 2

22 黎曼引理

定理 1 若 f(x) 在 [a, b] 上可积，g(x) 是以 T 为周期的函数, 且在 [0, T ] 上可积，则有：

lim
n→∞

∫ b

a

f(x)g(nx)dx =
1

T

∫ T

0

g(x)dx

∫ b

a

f(x)dx

【例 22.1】计算:

lim
n→∞

∫ 1

0

x2| sinnx|
1 + x2

dx

解：令

f(x) =
x2

1 + x2
, g(x) = | sinx|, T = π

则

lim
n→∞

∫ 1

0

x2| sinnx|
1 + x2

dx =
1

π

∫ π

0

| sinx|dx
∫ 1

0

x2

1 + x2
dx =

2

π
− 1

2

【例 22.2】计算:

lim
n→∞

∫ 2π

π

| sin(nx) + cos(nx)|
x

dx

解：令

f(x) =
1

x
, g(x) = | sinx+ cosx|, T = π

则

lim
n→∞

∫ 2π

π

| sin(nx) + cos(nx)|
x

dx =
1

π

∫ 2π

π

1

x
dx

∫ π

0

| sinx+ cosx|dx =
2
√
2 ln 2

π
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【例 22.3】计算:

lim
n→∞

∫ 1

0

sin2(nx)

1 + x2
dx

解：令

f(x) =
1

1 + x2
, g(x) = sin2 x, T = π

则

lim
n→∞

∫ 1

0

sin2(nx)

1 + x2
dx =

1

π

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

∫ π

0

sin2 xdx =
π

8

【例 22.4】已知
∫ π

0

sin 2n+1
2
x

2 sin x
2

=
π

2
证明狄利克雷积分:

lim
n→∞

∫ n

0

sinx
x

dx =

∫ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2

证明：考虑

lim
n→∞

∫ π

0

(
1

2 sin x
2

− 1

x

)
sin
(
n+

1

2

)
xdx = lim

n→∞

∫ π

0

(
1

2 sin x
2

− 1

x

)
sin (nx) dx

令

f(x) =
1

2 sin x
2

− 1

x
, g(x) = sinx, T = 2π

则

lim
n→∞

∫ π

0

(
1

2 sin x
2

− 1

x

)
sin
(
n+

1

2

)
xdx =

1

2π

∫ 2π

0

sinxdx
∫ π

0

(
1

2 sin x
2

− 1

x

)
dx = 0

由于 ∫ π

0

sin 2n+1
2
x

2 sin x
2

=
π

2

那么

lim
n→∞

∫ π

0

sin(n+ 1
2
)x

x
dx = lim

n→∞

∫ π

0

sin(nx)
x

dx =
π

2

换元 t = nx, dx = 1
n
dt 于是

lim
n→∞

∫ n

0

sinx
x

dx =
π

2

也即

lim
n→∞

∫ n

0

sinx
x

dx =

∫ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2

23 特殊函数

在某些含积分的极限 (尤其是求反常积分) 时，有时会碰到几类特殊的反常积分，如果我们熟知这
些结论，就能够很容易地求出结果。

23.1 Γ 函数

Γ 函数 (Gamma 函数) 是特殊函数中最基本，也是最重要的一个函数，许多特殊函数均可用它的组
合表示。因此 Γ 函数的用处也非常多。
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定义 1
Γ(z) =

∫ +∞

0

xz−1e−xdx

定理 1 递推公式:
Γ(x+ 1) = xΓ(x)

余元公式:
Γ(x)Γ(1− x) =

π

sin(πx)

定理 2 (极限定义)
Γ(x) = lim

n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)

定理 3 (无穷乘积定义)

Γ(z) =
1

z

∞∏
n=1

{(
1 +

z

n

)−1
(
1 +

1

n

)z}

Γ(z) =
1

z
e−γz

∞∏
n=1

{(
1 +

z

n

)−1

e
z
n

}

推论 1
Γ(z) = lim

n→∞

∫ n

0

tz−1

(
1− t

n

)n

dt

【例 23.1.1】计算:

lim
n→∞

n!

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)
(a > 1)

(法一) 由 Γ 函数的极限定义，知

lim
n→∞

n!

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)
= lim

n→∞

nan!

a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)
· lim
n→∞

a

na
= Γ(a) · 0 = 0

(法二) 由于 a > 1，因此一定存在正整数 b，使得 1 ≤ b ≤ a < b+ 1，因此：

n!

(n+ b+ 1)!
(b+ 1)! =

n!

(b+ 2)(b+ 3) · · · (b+ n+ 1)

≤ n!

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)

≤ n!

(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)
=

n!

(n+ b)!
b!
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由于 b ≥ 1，那么

0 ≤ n!

(n+ b+ 1)!
(b+ 1)! ≤ (b+ 1)!

n+ 1

0 ≤ n!

(n+ b)!
b! ≤ b!

n+ 1

因此

lim
n→∞

n!

(n+ b+ 1)!
(b+ 1)! = lim

n→∞

n!

(n+ b)!
b! = 0

故

lim
n→∞

n!

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)
= 0

【例 23.1.2】计算:

lim
n→∞

(
n− Γ

(
1

n

))
解：

lim
n→∞

(
n− Γ

(
1

n

))
= lim

n→∞

1− 1
n
Γ
(
1
n

)
1
n

因此只需计算

lim
x→0+

1− xΓ(x)

x

即可，那么由海涅归结原则可得原极限。由于

Γ(x+ 1) = xΓ(x)

因此

lim
x→0+

1− xΓ(x)

x

= lim
x→0+

1− Γ(x+ 1)

x

= lim
x→0+

−Γ′(x+ 1)

1

= −Γ′(1)

下面求 Γ′(1) 由于

Γ′(z) =
d

dz

∫ +∞

0

xz−1e−xdx =

∫ +∞

0

∂

∂z
xz−1e−xdx =

∫ +∞

0

xz−1e−x lnxdx

令 z = 1, 则

Γ′(1) =

∫ +∞

0

e−x lnxdx =

∫ 1

0

e−x lnxdx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ +∞

1

e−x lnxdx︸ ︷︷ ︸
I2
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I1 =

∫ 1

0

e−x lnxdx

= −
∫ 1

0

lnxd(e−x − 1)

= −(e−x − 1) lnx|10 +
∫ 1

0

e−x − 1

x
dx

又因为

−(e−x − 1) lnx|10 = lim
x→0

(e−x − 1) lnx = lim
x→0

(−x) lnx = 0

因此 I1 =
∫ 1

0
e−x−1

x
dx 同理

I2 =

∫ +∞

1

e−x lnxdx

= −
∫ +∞

1

lnxd(e−x)

= −(e−x) lnx|+∞
1 +

∫ +∞

1

e−x

x
dx

因此 I2 =
∫ +∞
1

e−x

x
dx 那么

Γ′(1) = I1 + I2 =

∫ 1

0

e−x − 1

x
dx+

∫ +∞

1

e−x

x
dx

由Arzela 控制收敛定理，以及
lim
n→∞

(
1− x

n

)n
= e−x

那么

I1 =

∫ 1

0

e−x − 1

x
dx =

∫ 1

0

lim
n→∞

(
1− x

n

)n − 1

x
dx = lim

n→∞

∫ 1

0

(
1− x

n

)n − 1

x
dx

I2 =

∫ +∞

1

e−x

x
dx =

∫ +∞

1

lim
n→∞

(
1− x

n

)n
x

dx = lim
n→∞

∫ n

1

(
1− x

n

)n
x

dx

因此

Γ′(1)

= lim
n→∞

[∫ 1

0

(
1− x

n

)n − 1

x
dx+

∫ n

1

(
1− x

n

)n
x

]

= lim
n→∞

[∫ n

0

(
1− x

n

)n − 1

x
dx+

∫ n

1

1

x
dx

]

= lim
n→∞


∫ n

0

(
1− x

n

)n − 1

x
dx︸ ︷︷ ︸

I3

+ lnn


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对于 I3，作换元 t = 1− x
n
, dx = −ndt 因此

I3 =

∫ n

0

(
1− x

n

)n − 1

x
dx

= −
∫ 1

0

1− tn

1− t
dt

= −
∫ 1

0

(
1 + t+ t2 + · · ·+ tn−1

)
dt

= −
∫ 1

0

n∑
k=1

tk−1dt

= −
n∑

k=1

∫ 1

0

tk−1dt

= −
n∑

k=1

1

k

那么

Γ′(1) = lim
n→∞

(
lnn−

n∑
k=1

1

k

)
= −γ

因此

lim
n→∞

(
n− Γ

(
1

n

))
= −Γ′(1) = γ

【例 23.1.3】计算:

lim
n→∞

n

√
Γ( 1

1
)Γ( 1

2
) · · ·Γ( 1

n
)

n

解：

lim
n→∞

n

√
Γ( 1

1
)Γ( 1

2
) · · ·Γ( 1

n
)

n
= lim

n→∞

n

√
Γ( 1

1
)Γ( 1

2
) · · ·Γ( 1

n
)

nn

我们知道，若 limn→∞
an+1

an
= l, 那么 limn→∞ n

√
an = l

令

xn =
Γ( 1

1
)Γ( 1

2
) · · ·Γ( 1

n
)

nn

那么

lim
n→∞

xn+1

xn
= lim

n→∞

Γ
(

1
n+1

)
n+ 1

(
1− 1

n+ 1

)n

lim
n→∞

Γ
(

1
n+1

)
n+ 1

= lim
x→0

xΓ(x) = lim
x→0

Γ(x+ 1) = 1

因此

lim
n→∞

n

√
Γ( 1

1
)Γ( 1

2
) · · ·Γ( 1

n
)

n
= lim

n→∞

(
1− 1

n+ 1

)n

=
1

e
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【例 23.1.4】计算:

lim
n→∞

Γ
(

1
n+2

)
Γ
(

1
n+1

)
解：由余元公式，得：

Γ

(
1

n+ 2

)
Γ

(
1− 1

n+ 2

)
=

π

sin
(

π
n+2

)
Γ

(
1

n+ 1

)
Γ

(
1− 1

n+ 1

)
=

π

sin
(

π
n+1

)
那么

lim
n→∞

Γ
(

1
n+2

)
Γ
(

1
n+1

)
= lim

n→∞

Γ
(
1− 1

n+1

)
sin
(

π
n+1

)
Γ
(
1− 1

n+2

)
sin
(

π
n+2

)
= lim

n→∞

Γ
(
1− 1

n+1

)(
π

n+1

)
Γ
(
1− 1

n+2

)(
π

n+2

)
= lim

n→∞

Γ
(
1− 1

n+1

)
Γ
(
1− 1

n+2

)
=

Γ(1)

Γ(1)

= 1

【例 23.1.5】证明：

lim
n→∞

[
Γ

(
1

n+ 2

)
− Γ

(
1

n+ 1

)]
= 1

证明：由余元公式，得

Γ

(
1

n+ 2

)
Γ

(
1− 1

n+ 2

)
=

π

sin
(

π
n+2

)
Γ

(
1

n+ 1

)
Γ

(
1− 1

n+ 1

)
=

π

sin
(

π
n+1

)
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因此：

lim
n→∞

[
Γ

(
1

n+ 2

)
− Γ

(
1

n+ 1

)]

= lim
n→∞

π

 1

Γ
(
1− 1

n+2

)
sin π

n+2

− 1

Γ
(
1− 1

n+1

)
sin π

n+1


= lim

n→∞
π

Γ
(
1− 1

n+1

)
sin π

n+1
− Γ

(
1− 1

n+2

)
sin π

n+2

Γ
(
1− 1

n+2

)
sin π

n+2
· Γ
(
1− 1

n+1

)
sin π

n+1


= lim

n→∞
π

Γ
(
1− 1

n+1

)
sin π

n+1
− Γ

(
1− 1

n+2

)
sin π

n+2

π
n+2

· π
n+1


= lim

n→∞

n2

π
·

π cos π
ξ
Γ
(
1− 1

ξ

)
ξ2

−
sin π

ξ
Γ′
(
1− 1

ξ

)
ξ2

 (n+ 1 < ξ < n+ 2)

= lim
n→∞

n2

ξ2
cos π

ξ
Γ

(
1− 1

ξ

)
= 1

【例 23.1.6】计算:

lim
n→∞

[
n+1

√
Γ

(
1

1

)
Γ

(
1

2

)
· · ·Γ

(
1

n+ 1

)
− n

√
Γ

(
1

1

)
Γ

(
1

2

)
· · ·Γ

(
1

n

)]
解：记

an = n

√
Γ

(
1

1

)
Γ

(
1

2

)
· · ·Γ

(
1

n

)
∼ n

e
(n→ ∞)

那么

lim
n→∞

[
n+1

√
Γ

(
1

1

)
Γ

(
1

2

)
· · ·Γ

(
1

n+ 1

)
− n

√
Γ

(
1

1

)
Γ

(
1

2

)
· · ·Γ

(
1

n

)]
= lim

n→∞

(
eln an+1 − eln an

)
= lim

n→∞
an
(
eln an+1−ln an − 1

)
= lim

n→∞

n

e

(
eln an+1

an
−1
)

=
1

e
lim
n→∞

ln an+1 − ln an
1
n

=
1

e
lim
n→∞

1

n+ 1

n+1∑
k=1

lnΓ

(
1

k

)
− 1

n

n∑
k=1

lnΓ

(
1

k

)
1
n
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合并分子

lim
n→∞

1

n+ 1

n+1∑
k=1

lnΓ

(
1

k

)
− 1

n

n∑
k=1

lnΓ

(
1

k

)
1

n

= lim
n→∞

− 1

n(n+ 1)

n∑
k=1

lnΓ

(
1

k

)
+ ln 1

n+ 1
Γ

(
1

n+ 1

)
1

n

= lim
n→∞

−
n∑

k=1

lnΓ

(
1

k

)
+ n lnΓ

(
1

n+ 1

)
n+ 1

运用 Stolz 定理，得

lim
n→∞

−
n∑

k=1

lnΓ

(
1

k

)
+ n lnΓ

(
1

n+ 1

)
n+ 1

= lim
n→∞

− lnΓ

(
1

n+ 1

)
+ (n+ 1) lnΓ

(
1

n+ 2

)
− n lnΓ

(
1

n+ 1

)
1

= lim
n→∞

(n+ 1) ln

Γ
(

1
n+2

)
Γ
(

1
n+1

)


= lim
n→∞

(n+ 1) ln

Γ
(

1
n+2

)
Γ
(

1
n+1

) − 1 + 1



由于

lim
n→∞

Γ
(

1
n+2

)
Γ
(

1
n+1

) = 1
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利用等价无穷小，得：

lim
n→∞

(n+ 1) ln

Γ
(

1
n+2

)
Γ
(

1
n+1

) − 1 + 1



= lim
n→∞

(n+ 1)

Γ

(
1

n+ 2

)
− Γ

(
1

n+ 1

)
Γ

(
1

n+ 1

)

=

lim
n→∞

[
Γ

(
1

n+ 2

)
− Γ

(
1

n+ 1

)]
lim
n→∞

1

n+ 1
Γ

(
1

n+ 1

)
= 1

因此

lim
n→∞

[
n+1

√
Γ

(
1

1

)
Γ

(
1

2

)
· · ·Γ

(
1

n+ 1

)
− n

√
Γ

(
1

1

)
Γ

(
1

2

)
· · ·Γ

(
1

n

)]

=
1

e
lim
n→∞

1

n+ 1

n+1∑
k=1

lnΓ

(
1

k

)
− 1

n

n∑
k=1

lnΓ

(
1

k

)
1
n

=
1

e

23.2 B 函数

B 函数 (Beta 函数) 是另一个特殊函数，也是非常重要的一个函数，它可以用 Γ 函数表示。

定理 4
B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx(p, q > 0)

定理 5
B(p, q) = B(q, p)

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

推论 2
B(x, 1− x) =

Γ(x)Γ(1− x)

Γ(1)
=

π

sinπx
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推论 3 ∫ π
2

0

sina−1 x · cosb−1 xdx =
1

2
B(

a

2
,
b

2
) =

1

2

Γ
(
a
2

)
· Γ
(
b
2

)
Γ
(
a+b
2

)
证明：令 t = sinx 则 x = arcsin t, dx = dt√

1−t2
, 因此∫ π

2

0

sina−1 x · cosb−1 xdx =

∫ 1

0

ta−1 · (1− t2)
b
2−1dt =

1

2

Γ
(
a
2

)
· Γ
(
b
2

)
Γ
(
a+b
2

)
【例 23.2.1】计算:

lim
n→∞

an+1

an

其中 an =
∫ 1

0
x(1− x3)ndx

解：(法一)：做代换 t = x3, dx = 1
3
t−

2
3 dt

因此： ∫ 1

0

x(1− x3)ndx

=
1

3

∫ 1

0

t−
1
3 (1− t)ndt

=
1

3
B(

2

3
, n+ 1) =

1

3

Γ
(
2
3

)
Γ(n+ 1)

Γ
(
n+ 5

3

)
=

1

3

Γ
(
2
3

)
n!

(n+ 2
3
)(n− 1

3
) · · · 2

3
Γ
(
2
3

)
=

3nn!

(3n+ 2)(3n− 1) · · · 2

因此

lim
n→∞

an+1

an

= lim
n→∞

3n+1(n+ 1)!

(3n+ 5)(3n+ 2) · · · 2
· (3n+ 2)(3n− 1) · · · 2

3nn!

= lim
n→∞

3n+ 3

3n+ 5

= 1
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(法二)：一直分部积分：

an =

∫ 1

0

x(1− x3)ndx

=
1

2

∫ 1

0

(1− x3)nd(x2)

=
3n

2

∫ 1

0

x4(1− x3)n−1dx

=
3n

2
· 1
5

∫ 1

0

(1− x3)n−1d(x5)

=
3n

2
· 3(n− 1)

5

∫ 1

0

x7(1− x3)n−2dx

= · · ·

=
3n

2
· 3(n− 1)

5
· · · 3

3n− 1

∫ 1

0

x3n+1dx

=
3n

2
· 3(n− 1)

5
· · · 3

3n− 1

1

3n+ 2

=
3nn!

(3n+ 2)(3n− 1) · · · 2

因此

lim
n→∞

an+1

an

= lim
n→∞

3n+1(n+ 1)!

(3n+ 5)(3n+ 2) · · · 2
· (3n+ 2)(3n− 1) · · · 2

3nn!

= lim
n→∞

3n+ 3

3n+ 5

= 1

【例 23.2.2】计算:

In = lim
x→+∞

(
lnn x− n

∫ x

0

lnn−1 t√
1 + t2

dt

)
解：

In = lim
x→+∞

(
lnn x− n

∫ x

0

lnn−1 t√
1 + t2

dt

)
= lim

x→+∞

[
lnn x−

∫ x

0

t√
1 + t2

d(lnn t)

]
= lim

x→+∞

[
lnn x− x lnn x√

1 + x2
+

∫ x

0

lnn t

(1 + t2)
3
2

dt

]
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= lim
x→+∞

(
√
1 + x2 − x) lnn x√

1 + x2
+ lim

x→+∞

∫ x

0

lnn t

(1 + t2)
3
2

dt

= lim
x→+∞

lnn x

(
√
1 + x2 + x)

√
1 + x2

+

∫ +∞

0

lnn t

(1 + t2)
3
2

dt

=

∫ +∞

0

lnn t

(1 + t2)
3
2

dt

考虑 Beta 函数：
B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx

令 x = t2

1+t2
(t ≥ 0), 则 dx = 2t

(1+t2)2
dt 那么

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx =

∫ +∞

0

(
t2

1 + t2

)p−1(
1

1 + t2

)q−1
2t

(1 + t2)2
dt = 2

∫ +∞

0

t2p−1

(1 + t2)p+q
dt

令 p+ q = 3
2
，则

B

(
p,

3

2
− p

)
= 2

∫ +∞

0

t2p−1

(1 + t2)
3
2

dt

两边对 p 求 n 阶导，那么

Bn = B(n)

(
p,

3

2
− p

)
= 2n+1

∫ +∞

0

t2p−1 lnn t

(1 + t2)
3
2

dt

因此 ∫ +∞

0

lnn t

(1 + t2)
3
2

dt = lim
p→ 1

2

∫ +∞

0

t2p−1

(1 + t2)
3
2

dt = lim
p→ 1

2

Bn

2n+1
=
B(n)

(
p, 3

2
− p
)

2n+1

23.3 ψ 函数

ψ 函数 (DiGamma 函数) 是 lnΓ(x) 求导所得的函数，也是非常重要的一个函数，它和调和级数有

着密切的关系。

定义 2
ψ(x) = (lnΓ(x))

′
=

Γ′(x)

Γ(x)

根据 Γ 函数的无穷乘积定义 Γ(z) = 1
z
e−γz

∏∞
n=1

{(
1 + z

n

)−1
e

z
n

}
那么

lnΓ(x) = −γx− lnx+
∞∑
k=1

[x
k
− ln

(
1 +

x

k

)]
= −γx− lnx+

∞∑
k=1

[x
k
− ln (k + x) + lnx

]
两边同时求导，得

Γ′(x)

Γ(x)
= −γ − 1

x
+

∞∑
k=1

[
1

k
− 1

k + x

]
因此可得推论：
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推论 4

ψ(x) = −γ +
∞∑
k=0

[
1

k + 1
− 1

k + x

]

代入 x = 1, 因此 ψ(1) = Γ′(1)
Γ(1)

= Γ′(1) = −γ

推论 5
ψ(x) = −γ +

∫ 1

0

1− tx−1

1− t
dt

证明：

ψ(x) = −γ +
∞∑
k=0

[
1

k + 1
− 1

k + x

]

= −γ +
∞∑
k=0

[
tk+1

k + 1
− tk+x

k + x

]∣∣∣∣1
0

= −γ +
∞∑
k=0

∫ 1

0

(
tk − tk+x−1

)
dt

= −γ +
∞∑
k=0

∫ 1

0

tk
(
1− tx−1

)
dt

= −γ +

∫ 1

0

∞∑
k=0

tk
(
1− tx−1

)
dt

= −γ +

∫ 1

0

1− tx−1

1− t
dt

推论 6

ψ(x+ n)− ψ(x) =
n−1∑
k=0

1

x+ k

【例 23.3.1】已知 ψ( 1
3
) = −γ − π

2
√
3
− 3

2
ln 3,ψ( 2

3
) = −γ + π

2
√
3
− 3

2
ln 3 计算:

∞∑
k=0

1

(3k + 1)(3k + 2)(3k + 3)

解：
∞∑
k=0

1

(3k + 1)(3k + 2)(3k + 3)
=

1

6(k + 1
3
)
− 1

3(k + 2
3
)
+

1

6(k + 1)

而
n−1∑
k=0

1

x+ k
= ψ(x+ n)− ψ(x)

97



Math
Enth

usi
ast

卢鹏博——计算极限的若干方法

因此
∞∑
k=0

1

(3k + 1)(3k + 2)(3k + 3)

= lim
n→∞

[
1

6(k + 1
3
)
− 1

3(k + 2
3
)
+

1

6(k + 1)

]
= lim

n→∞

[
ψ(n)− ψ( 1

3
)

6
−
ψ(n)− ψ( 2

3
)

3
+
ψ(n)− ψ(1)

6

]
=

−ψ( 1
3
) + 2ψ( 2

3
)− ψ(1)

6

=
π

4
√
3
− 3

4
ln 3

【例 23.3.2】计算:

lim
n→∞

n

[
1

2
− (n− 1)

(∫ 1

0

xn

1 + x2
dx

)]
解：令 y = x4 那么 ∫ 1

0

xn

1 + x2
dx =

1

4

∫ 1

0

y
n−3
4

1 +
√
y
dy

=
1

4

∫ 1

0

y
n−3
4 − y

n−1
4

1− y
dy

=
1

4

[∫ 1

0

(
1− y

n−3
4

1− y
− 1− y

n−1
4

1− y

)
dy

]

=
1

4

[
ψ

(
n+ 3

4

)
− ψ

(
n+ 1

4

)]

令 t = 1− x, q = t− t2

t
, 则

1

1 + x2
=

1

t2 − 2t+ 2

=
1

2
· 1

1−
(
t− t2

t

)
=

1

2
· 1

1− q

=
1

2

(
1 + q + q2 + · · ·

)
=

1

2

[
1 +

(
(1− x)− (1− x)2

2

)
+

(
(1− x)− (1− x)2

2

)2

+ · · ·

]

因此: ∫ 1

0

xn

1 + x2
dx =

1

2

∫ 1

0

xn

[
1 +

(
(1− x)− (1− x)2

2

)
+

(
(1− x)− (1− x)2

2

)2

+ · · ·

]
dx
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考虑 Beta 函数 ∫ 1

0

xn(1− x)m = B(n+ 1,m+ 1) =
n!m!

(m+ n+ 1)!

因此 ∫ 1

0

xn

1 + x2
dx =

1

2

[
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·

]
因此

lim
n→∞

n

[
1

2
− (n− 1)

(∫ 1

0

xn

1 + x2
dx

)]
= lim

n→∞
n

{
1

2
− (n− 1)

[
1

2

(
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·

)]}
=

1

2
lim
n→∞

(
2n

n+ 1
− n(n− 1)

(n+ 2)(n+ 1)
+ · · ·

)
=

1

2

23.4 ζ 函数

定义 3

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns

推论 7
ζ(s) =

1

Γ(s)

∫ +∞

0

ts−1

et − 1
dt

【例 23.4.1】设 s ≥ 0, 求 φ(1), φ(2):

其中

φ(s) =

∫ +∞

0

ln(1 + sx2)

x(1 + x2)
dx

令 t = x2, dt = 2xdx 则 ∫ +∞

0

ln(1 + sx2)

x(1 + x2)
dx =

1

2

∫ +∞

0

ln(1 + st)

t(1 + t)
dt

对于 s = 1

φ(1) =
1

2

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)
dt

考虑

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ +∞

0

ts−1

et − 1
dt

令 t = ln(1 + x) 则

ζ(2) =
1

Γ(2)

∫ +∞

0

ln(1 + x)

x(1 + x)
dx =

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)
dt = 2φ(1) =

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
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因此

φ(1) =
π2

12

对于 s = 2

φ(2) =
1

2

∫ +∞

0

ln(1 + 2t)

t(1 + t)
dt

=

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(2 + t)
dt (2t→ t)

=

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)

(
t+ 1

t+ 2

)
dt

=

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)

(
1− 1

t+ 2

)
dt

=

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)
dt−

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)(t+ 2)
dt

=

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)
dt− 1

2

[∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)
dt−

∫ +∞

0

ln(1 + t)

(t+ 2)(1 + t)
dt

]
=

1

2

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)
dt+

1

2

∫ +∞

0

ln(1 + t)

(1 + t)(t+ 2)
dt

而

φ(1) =
1

2

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t(1 + t)
dt =

∫ 1

0

ln(1 + t)

t
dt =

π2

12

因此只需计算
∫ +∞
0

ln(1+t)
(1+t)(t+2)

dt 即可，而∫ +∞

0

ln(1 + t)

(1 + t)(t+ 2)
dt

=

∫ +∞

0

ln(1 + t)

(1 + t)
dt−

∫ +∞

0

ln(1 + t)

(t+ 2)
dt

=

∫ +∞

0

ln(1 + t)

(1 + t)
dt−

∫ +∞

1

ln(t)
(t+ 1)

dt

=

∫ 1

0

ln(1 + t)

(1 + t)
dt+

∫ +∞

1

ln(1 + 1
t
)

(t+ 1)
dt

而 ∫ +∞

1

ln(1 + 1
t
)

(t+ 1)
dt =

∫ 1

0

ln(1 + x)

x(x+ 1)
dx (x =

1

t
) =

∫ 1

0

ln(1 + t)

t(t+ 1)
dt
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那么 ∫ 1

0

ln(1 + t)

(1 + t)
dt+

∫ +∞

1

ln(1 + 1
t
)

(t+ 1)
dt

=

∫ 1

0

ln(1 + t)

(1 + t)
dt+

∫ 1

0

ln(1 + t)

t(t+ 1)
dt

=

∫ 1

0

(t+ 1) ln(1 + t)

t(t+ 1)
dt

=

∫ 1

0

ln(1 + t)

t
dt =

π2

12

因此

φ(2) =
π2

12
+

1

2
·π2

12
=

π2

8

24 傅里叶级数

满足一定条件的周期函数可以展开成傅里叶级数，傅里叶级数在求无穷级数的收敛值时非常有用。

定理 1 (狄利克雷条件) 设 f(x) 以 2l 为周期，在 [−l.l] 满足：
(1) 连续或只有有限个第一类间断点;
(2) 只有有限个极值点.
则 f(x) 可展开为傅里叶级数

S(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

(
an cos

(nπx
l

)
+ bn sin

(nπx
l

))
其中

an =
1

l

∫ l

−l

f(x) cos
(nπx

l

)
dx

bn =
1

l

∫ l

−l

f(x) sin
(nπx

l

)
dx

记作 f(x) ∼ a0

2
+
∑∞

n=1

(
an cos

(
nπx
l

)
+ bn sin

(
nπx
l

))
则当 x 为 f(x) 连续点时，S(x) = f(x)；当 x 为 f(x) 间断点时，S(x) = f(x+0)+f(x−0)

2

101



Math
Enth

usi
ast

卢鹏博——计算极限的若干方法

推论 1 设 f(x) 以 2l 为周期, 且满足狄利克雷条件，则：
(1) 当 f(x) 为偶函数时

an =
2

l

∫ l

0

f(x) cos
(nπx

l

)
dx, bn = 0

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

an cos
(nπx

l

)
(2) 当 f(x) 为奇函数时

an = 0, bn =
2

l

∫ l

0

f(x) sin
(nπx

l

)
dx

f(x) ∼
∞∑

n=1

bn sin
(nπx

l

)

对于简单的幂函数 f(x) = xa(a = 2k, k ∈ N), 将它展开成傅里叶级数，通过递推，我们可以得到无
穷级数

∑∞
n=1

(−1)n

na , 以及
∑∞

n=1
1
na 的收敛值。

【例 24.1】求
∑∞

n=1
(−1)n

n2 ,
∑∞

n=1
1
n2 的收敛值

解：将 f(x) = x2 在 [−π, π] 上展开成傅里叶级数，那么：

an =
1

π

∫ π

−π

x2 cos(nx)dx = 4
(−1)n

n2
, a0 =

2

3
π2, bn = 0

因此

x2 =
π2

3
+

∞∑
n=1

4
(−1)n

n2
cos(nx)

令 x = 0，则
π2

3
+

∞∑
n=1

4
(−1)n

n2
= 0

因此
∞∑

n=1

(−1)n

n2
= −π

2

12

令 x = π，则

−2π2

3
+

∞∑
n=1

4
1

n2
= 0

因此
∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
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【例 24.2】求
∑∞

n=1
(−1)n−1

2n−1

解：将 f(x) = x 在 [−π, π] 上展开成傅里叶级数，那么：

an = 0, bn =
1

π

∫ π

−π

x sin(nx)dx = 2
(−1)n−1

n

因此

x =
∞∑

n=1

2
(−1)n−1

n
sin(nx)

令 x = π
2
，则

π

2
=

∞∑
n=1

2
(−1)n−1

n
sin(nx) =

∞∑
n=1

[
2
(−1)2n−1

2n
sin(nπ) + 2

(−1)2n−2

2n− 1
sin
(
nπ − π

2

)]
= 2

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1

因此
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
=

π

4

25 伯努利数

定义 1 (递推定义) 令

δm,0 =

1, m = 0

0, m ̸= 0

那么

Bm = δm,0 −
m−1∑
k=0

(
m

k

)
Bk

m− k + 1

定义 2 (生成函数) 对于数列 {an}，记

G(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + · · ·

称为数列 {an} 的生成函数。

定义 3 伯努利数是由生成函数 x
ex−1

定义的，其中

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn
xn

n!

因此将 x
ex−1

泰勒展开即可求得 Bn

Bn = lim
x→0

dn

dxn

(
x

ex − 1

)
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定义 4 (伯努利多项式) 即如下形式的多项式为伯努利多项式：

Bk(n) =
k∑

i=0

(
k

i

)
Bin

k−i

(等幂求和) 有了伯努利多项式，那么就可以计算

n∑
k=1

kp =
Bp+1(n)−Bp+1

p+ 1
=
np+1

p+ 1
+

1

2
np +

p−1∑
k=1

p(p− 1) · · · (p− k + 1)

(k + 1)!
Bk+1n

p−k

【例 25.1】计算：

lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
(k ∈ N)

解：

lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1

= lim
n→∞

nk+1

k+1
+ 1

2
nk + o(nk)

nk+1

=
1

k + 1

【例 25.2】计算：

lim
n→∞

(
1k + 2k + · · ·+ nk

nk
− n

k + 1

)
(k ∈ N)

解：

lim
n→∞

(
1k + 2k + · · ·+ nk

nk
− n

k + 1

)
= lim

n→∞

(
nk+1

k+1
+ 1

2
nk + o(nk)

nk
− n

k + 1

)

= lim
n→∞

(
1

2
+
o(nk)

nk

)
=

1

2
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26 Euler-Maclaurin 求和公式

Euler-Maclaurin 求和公式，简称 EM 公式。其将求和与积分联系起来。

定理 1
n∑

k=1

f(k) =

∫ n

0

f(x)dx+
f(n)− f(0)

2
+

∫ n

0

ψ(x)f ′(x)dx

=

∫ n

1

f(x)dx+
f(n) + f(1)

2
+

∫ n

1

ψ(x)f ′(x)dx

其中 ψ(x) = x− ⌊x⌋ − 1
2

定理 2 (一般形式的 EM 公式) 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上有直到 2n− 1 阶连续导数，给出

欧拉-麦克劳林公式：

b∑
k=a

f(k) =

∫ b

a

f(x)dx+
f(a) + f(b)

2
+

∞∑
n=1

B2n

(2n)!

[
f (2n−1)(b)− f (2n−1)(a)

]
其中 Bn 为伯努利数。

【例 26.1】证明：

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

cos
√
k = 0

证明：

1

n

n∑
k=1

cos
√
k

=
cos 1 + cos

√
n

n
+

1

n

∫ n

1

cos
√
xdx+

1

n

∫ n

1

ψ(x)f ′(x)dx

=
cos 1 + cos

√
n

n
+

2 cos
√
n+ 2

√
n sin

√
n− 2 sin 1− 2 cos 1

n
+

1

n

∫ n

1

ψ(x)f ′(x)dx

前两项的极限均为 0，因此只需要考虑最后一项的极限。f ′(x) = sin
√
x

2
√
x
, ψ(x) = x− ⌊x⌋ − 1

2
因此∣∣∣∣ 1n

∫ n

1

ψ(x)f ′(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1

n

∣∣∣∣∫ n

1

sin
√
x

2
√
x
dx

∣∣∣∣ ≤ 1

n

∣∣∣∣∫ n

1

1

2
√
x
dx

∣∣∣∣ = √
n− 1

n
→ 0(n→ 0)

因此

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

cos
√
k = 0
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27 加边问题

数列极限的加边问题本质上是求数列 an 渐进展开后各项的系数。通俗来说，如果 limn→∞ an = a,
那么 an 可以写成如下形式：

an = a+
A1

n
+
A2

n2
+ · · ·+ Ak

nk
+ o

(
1

nk

)
因此我们可能会碰到类似求 limn→∞ n(an − a),limn→∞ n [n(an − a)−A1] 甚至

lim
n→∞

n [· · ·n [n [n(an − a)−A1]−A2] · · · − Ak]

之类的问题。这种问题的解决方法较多，可以使用高阶的 EM 公式或者泰勒公式，代入化简计算，也可
以使用 stolz 定理或者其他方法。
在此之前，我们先证明定积分定义中提到的一个结论。

【例 27.1】若 f(x) 在 [a, b] 上有连续的 p+ 1 阶导函数，证明：

lim
n→∞

np

{[
p−1∑
k=0

(−1)k · (b− a)k+1

k! · (k + 1)nk+1

n∑
i=1

f (k)(xi)

]
−
∫ b

a

f(x)dx

}
=

(−1)p+1(b− a)p

(p+ 1)!

[
f (p−1)(b)− f (p−1)(a)

]
其中 xi = a+ i b−a

n
(i = 1, 2 · · ·n) 证明：将区间 [a, b] 中插入 n− 1 个点

xi = a+ i
b− a

n
(i = 1, 2 · · ·n)

记 Ii 为每段区间：

Ii =

[
a+ (i− 1)

b− a

n
, a+ i

b− a

n

)
(i = 1, 2 · · ·n)

将 xi = a+ i b−a
n
在 xi 处使用含有拉格朗日余项的泰勒公式展开到 p 阶，那么一定存在

ξi ∈
(
a+ (i− 1)

b− a

n
, a+ i

b− a

n

)
(i = 1, 2 · · ·n)

使得：

f(x) =

p∑
k=0

f (k)(xi)

k!
(x− xi)

k +
f (p+1)(ξi)

(p+ 1)!
(x− xi)

p+1

由于 f(x) 在 [a, b] 上有连续的 p+ 1 阶导数，则 ∃M = max|f (p+1)([a, b])|。注意到：[
p−1∑
k=0

(−1)k· (b− a)k+1

k!·(k + 1)nk+1

n∑
i=1

f (k)(xi)

]
=

n∑
i=1

np

[∫ a+i b−a
n

a+(i−1) b−a
n

p−1∑
k=0

f (k)(xi)

k!
(x− xi)

kdx

]
考虑∣∣∣∣∣np

{
[

p−1∑
k=0

(−1)k· (b− a)k+1

k!·(k + 1)nk+1

n∑
i=1

f (k)(xi)]−
∫ b

a

f(x)dx

}
+

n∑
i=1

np

∫ a+i b−a
n

a+(i−1) b−a
n

f (p)(xi)

p!
(x− xi)

pdx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

np[

∫ a+i b−a
n

a+(i−1) b−a
n

p∑
k=0

f (k)(xi)

k!
(x− xi)

k − f(x)dx]

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

np

∫ a+i b−a
n

a+(i−1) b−a
n

f (p+1)(ξi)

(p+ 1)!
(x− xi)

p+1dx

∣∣∣∣∣
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而 |f (p+1)(ξi)| ≤M，那么 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

np

∫ a+i b−a
n

a+(i−1) b−a
n

f (p+1)(ξi)

(p+ 1)!
(x− xi)

p+1dx

∣∣∣∣∣
≤ M

(p+ 1)!

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

np

∫ a+i b−a
n

a+(i−1) b−a
n

(x− xi)
p+1dx

∣∣∣∣∣
=

M

(p+ 2)!

n∑
i=1

np(x− xi)
p+2

∣∣∣∣∣
a+i b−a

n

a+(i−1) b−a
n

=
M(b− a)p+2

(p+ 2)!·n → 0(n→ ∞)

因此

lim
n→∞

np

{[
p−1∑
k=0

(−1)k · (b− a)k+1

k! · (k + 1)nk+1

n∑
i=1

f (k)(xi)

]
−
∫ b

a

f(x) dx

}

= − lim
n→∞

n∑
i=1

np

∫ a+i b−a
n

a+(i−1) b−a
n

f (p)(xi)

p!
(x− xi)

p dx

= − lim
n→∞

1

(p+ 1)!

n∑
i=1

npf (p)(xi)(x− xi)
p+1

∣∣∣∣∣
a+i b−a

n

a+(i−1) b−a
n

= lim
n→∞

(−1)p+1(b− a)p+1

(p+ 1)! · n

n∑
i=1

f (p)

(
a+ i

b− a

n

)
=

(−1)p+1(b− a)p

(p+ 1)!

∫ b

a

f (p)(x) dx

=
(−1)p+1(b− a)p

(p+ 1)!

[
f (p−1)(b)− f (p−1)(a)

]
证毕。虽是说数列的加边问题，但是对于函数极限，也同样可以加边。

【例 27.2】计算：

lim
x→∞

x ·

[(
a

1
x + b

1
x

2

)x

−
√
ab

]
(a, b > 0)

解：我们在等价无穷小的【例 6.2】已经知道

lim
x→∞

(
a

1
x + b

1
x

2

)x

=
√
ab(a, b > 0)
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因此

lim
x→∞

x ·

[(
a

1
x + b

1
x

2

)x

−
√
ab

]

= lim
t→0

(
at+bt

2

) 1
t

−
√
ab

t

=
√
ab lim

t→0

e
1
t ln

(
at+bt

2

)
− 1

2 ln ab − 1

t

使用等价无穷小，有

√
ab lim

t→0

e
1
t ln

(
at+bt

2

)
− 1

2 ln ab − 1

t

=
√
ab lim

t→0

1
t

ln
(

at+bt

2

)
− 1

2
ln ab

t

=
√
ab lim

t→0

ln
(

at+bt

2

)
− t

2
ln ab

t2

=
√
ab lim

t→0

ln
(

1
2
· at+bt

a
t
2 ·b

t
2

)
t2

=
√
ab lim

t→0

ln
(

1
2
·
(
a

t
2 −b

t
2

)2

a
t
2 ·b

t
2

+ 1

)
t2

再次使用等价无穷小，得：

=
√
ab lim

t→0

ln
(

1
2
·
(
a

t
2 −b

t
2

)2

a
t
2 ·b

t
2

+ 1

)
t2

=
√
ab lim

t→0

1
2
·
(
a

t
2 −b

t
2

)2

a
t
2 ·b

t
2

t2

=

√
ab

2
lim
t→0

(
a

t
2 − b

t
2

t

)2

=

√
ab

2

(
lim
t→0

(
a

t
2 − 1

)
−
(
b

t
2 − 1

)
t

)2

=

√
ab

2

(
ln b− ln a

2

)2

=

√
ab

8
ln2
(a
b

)
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由于加边问题形式较为简单，我们甚至可以自己出题。

【例 27.3】计算：

lim
n→∞

n

(
n∑

k=1

1

k
− lnn− γ

)
解：我们知道

∑n
k=1

1
k
= lnn+ γ + o(1) 因此

lim
n→∞

n

(
n∑

k=1

1

k
− lnn− γ

)

= lim
n→∞

∑n
k=1

1
k
− lnn− γ
1
n

= lim
n→∞

(∑n+1
k=1

1
k
− ln(n+ 1)− γ

)
−
(∑n

k=1
1
k
− lnn− γ

)
1

n+1
− 1

n

= − lim
n→∞

n(n+ 1)

[
1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n

)]

由于

ln
(
1 +

1

n

)
=

1

n
− 1

2
· 1

n2
+ o

(
1

n2

)
那么

− lim
n→∞

n(n+ 1)

[
1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n

)]
= − lim

n→∞
n(n+ 1)

[
1

n+ 1
− 1

n
+

1

2
· 1

n2
+ o

(
1

n2

)]
= − lim

n→∞
n(n+ 1)

[
1

n+ 1
− 1

n

]
− lim

n→∞
n(n+ 1)

[
1

2
· 1

n2
+ o

(
1

n2

)]
=

1

2

我们可以继续加边计算

【例 27.4】计算：

lim
n→∞

n

[
n

(
n∑

k=1

1

k
− lnn− γ

)
− 1

2

]
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解：

lim
n→∞

n

[
n

(
n∑

k=1

1

k
− lnn− γ

)
− 1

2

]

= lim
n→∞

(∑n
k=1

1
k
− lnn− γ

)
− 1

2n
1
n2

= lim
n→∞

(∑n+1
k=1

1
k
− ln(n+ 1)− γ

)
−
(∑n

k=1
1
k
− lnn− γ

)
+ 1

2n
− 1

2n+2

1
(n+1)2

− 1
n2

= − lim
n→∞

n2(n+ 1)2
1
2

(
1
n
+ 1

n+1

)
− ln

(
1 + 1

n

)
2n+ 1

= − lim
n→∞

n3

2

[
1

2

(
1

n
+

1

n+ 1

)
− ln

(
1 +

1

n

)]

由于

ln
(
1 +

1

n

)
=

1

n
− 1

2
· 1

n2
+

1

3
· 1

n3
+ o

(
1

n3

)
那么

− lim
n→∞

n3

2

[
1

2

(
1

n
+

1

n+ 1

)
− ln

(
1 +

1

n

)]
= − lim

n→∞

n3

2

[
1

2

(
1

n
+

1

n+ 1

)
− 1

n
+

1

2
· 1

n2
− 1

3
· 1

n3
+ o

(
1

n3

)]
= − lim

n→∞

n3

2

[
−1

2

(
1

n
− 1

n+ 1

)
+

1

2
· 1

n2

]
+

1

6

= lim
n→∞

n3

4

[
1

n(n+ 1)
− 1

n2

]
+

1

6

= lim
n→∞

n3

4

(
− 1

n2(n+ 1)

)
+

1

6

= −1

4
+

1

6

= − 1

12

同时，我们也得到了更高精度的估计
n∑

k=1

1

k
= lnn+ γ +

1

2n
− 1

12n2
+ o

(
1

n2

)
事实上，由 EM 公式

b∑
k=a

f(k) =

∫ b

a

f(x)dx+
f(a) + f(b)

2
+

∞∑
n=1

B2n

(2n)!

[
f (2n−1)(b)− f (2n−1)(a)

]
那么令 a = 1, b = n, f(x) = 1

x
，可得：

n∑
k=1

1

k
= lnn+

1 + 1
n

2
+

∞∑
n=1

B2n

(2n)!

[
f (2n−1)(b)− f (2n−1)(a)

]
= lnn+ γ +

1

2n
−

∞∑
k=1

B2k

2k · n2k
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具体证明过程可见：https://zhuanlan.zhihu.com/p/148221397
因此，读者可自行证明：

lim
n→∞

n

{
n

[
n

(
n∑

k=1

1

k
− lnn− γ

)
− 1

2

]
+

1

12

}
= 0

【例 27.5】计算：

lim
n→∞

n sin (2πen!)

解：考虑

e =
∞∑
k=0

1

k!
=

n∑
k=0

1

k!
+

∞∑
j=n+1

1

j!

那么

lim
n→∞

n sin (2πen!)

= lim
n→∞

n sin
[
2π

(
n∑

k=0

1

k!
+

∞∑
j=n+1

1

j!

)
n!

]

= lim
n→∞

n sin
[
2π

(
∞∑

j=n+1

1

j!

)
n! + 2π (1 + n+ · · ·+ 2 · n!)

]

= lim
n→∞

n sin
{
2π

[
1

(n+ 1)!
+ o

(
1

(n+ 1)!

)]
n!

}
= lim

n→∞
n sin

[
2π

n+ 1
+ o

(
1

n+ 1

)]
= lim

n→∞
n

[
2π

n+ 1
+ o

(
1

n+ 1

)]
= 2π

【例 27.6】计算：

lim
n→∞

n2 [n sin (2πen!)− 2π]

解：考虑

e =
∞∑
k=0

1

k!
=

n∑
k=0

1

k!
+

∞∑
j=n+1

1

j!
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那么

lim
n→∞

n2 [n sin (2πen!)− 2π]

= lim
n→∞

n2

[
n sin

(
2π

(
n∑

k=0

1

k!
+

∞∑
j=n+1

1

j!

)
n!

)
− 2π

]

= lim
n→∞

n2

{
n sin

[
2π

(
∞∑

j=n+1

1

j!

)
n! + 2π (1 + n+ · · ·+ 2 · n!)

]
− 2π

}

= lim
n→∞

n2

{
n sin

[
2π

n+ 1
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ o

(
1

n3

)]
− 2π

}

由于

sinx = x− 1

6
x3 + o(x3)

因此

sin
[

2π

n+ 1
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ o

(
1

n3

)]
=

2π

n+ 1
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
− 1

6
· 8π3

(n+ 1)3
+ o

(
1

n3

)

因此

lim
n→∞

n2

{
n sin

[
2π

n+ 1
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)
+

2π

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ o

(
1

n3

)]
− 2π

}
= lim

n→∞
n2

[
2πn

n+ 1
+

2πn

(n+ 1)(n+ 2)
+

2πn

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
− n

6
· 8π3

(n+ 1)3
+ o

(
1

n2

)
− 2π

]
= 2π − 4

3
π3 + 2π lim

n→∞
n2

[
n

n+ 1
+

n

(n+ 1)(n+ 2)
− 1

]
= 2π − 4

3
π3 − 2π lim

n→∞

2n2

(n+ 1)(n+ 2)

= −2π − 4

3
π3
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28 累次极限

累次极限是多元函数的一种极限，求极限时有先后顺序。一般求解方法是先固定一个变量，然后先

求内层极限，再求外层极限。三元及以上函数与二元函数类似，因此下面主要以二元函数为例。累次极

限一般不能交换顺序，但是在满足某些特定的条件下可以交换顺序。下面给出一种定理，保证累次极限

可以交换顺序。

定理 1 设 f(x, y) 在 P0(x0, y0) 的某个邻域 U0(P0) 上有定义，若满足：

(1) 在 U0(P0) 上, 对于任意的 y ̸= y0，均有 limx→x0
f(x, y) = g(y);

(2) 在 U0(P0) 上, 关于 x 一致收敛：limx→x0
f(x, y) = h(x)

那么

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

【例 28.1】计算：

lim
x→∞

lim
r→0

[
(x+ 1)

r+1 − xr+1
] 1

r

x

解：

lim
x→∞

lim
r→0

[
(x+ 1)

r+1 − xr+1
] 1

r

x

= lim
x→∞

lim
r→0

[(r + 1)ξr]
1
r

x
(x ≤ ξ ≤ x+ 1)

= lim
x→∞

ξ

x
lim
r→0

(r + 1)
1
r

= e

【例 28.2】计算：

lim
t→0+

lim
x→+∞

∫ √
t

0

dx

∫ t

x2

sin y3dy[(
2

π
· arctan x

t2

)x

− 1

]
arctan t 5

2

解：首先观察分子分母，应该注意到分子二重积分实际上是不含 x 的，x 只是一个中间变量，最后会消

去的。因此对 x 取极限时，可以只考虑分母含 x 的项。

lim
x→+∞

[(
2

π
· arctan x

t2

)x

− 1

]
= lim

x→+∞

(
2

π
· arctan x

t2

)x

− 1

= elimx→+∞ x ln ( 2
π ·arctan x

t2
) − 1
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下面计算指数的极限：

lim
x→+∞

x ln
(
2

π
· arctan x

t2

)
= lim

s→0+

ln
(
2
π
· arctan 1

st2
− 1 + 1

)
s

= lim
s→0+

2
π
· arctan 1

st2
− 1

s

=
2

π
· lim
s→0+

arctan 1
st2

− π
2

s

=
2

π
· lim
s→0+

− 1
s2t2+ 1

t2

1

= − 2

π
t2

同时考虑分子的二重积分，积分区域 x2 ≤ y ≤ t , 0 ≤ x ≤
√
t 将积分换序，得

图 2: 积分区域

∫ √
t

0

dx

∫ t

x2

sin y3dy =

∫ t

0

dy

∫ √
y

0

sin y3dx =

∫ t

0

√
y sin y3dy
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因此

lim
t→0+

lim
x→+∞

∫ √
t

0

dx

∫ t

x2

sin y3dy[(
2

π
· arctan x

t2

)x

− 1

]
arctan t 5

2

= lim
t→0+

∫ t

0

√
y sin y3dy(

e−
2
π t2 − 1

)
arctan t 5

2

= lim
t→0+

∫ t

0

√
y sin y3dy(

− 2
π
t2
)
t

5
2

= lim
t→0+

√
t sin t3(

− 2
π
· 9
2

)
t

7
2

= −π
9

【例 28.3(难)】计算：

lim
x→0+

lim
y→+∞

∑∞
n=1

(−1)n−1

n

∑∞
m=0

1
n·2m+1

∫ x2

0
π( 4

√
1+t−1) sin t4∑∞

n=1
((n−1)!)2(2t)2n

(2n)!

∫ 1
0

(1−2x) ln(1−x)

x2−x+1
dx

dt

x2(x− tanx) ln (x2 + 1)
[(

2 arctan y
x

π

)y
− 1
]

注：本题看起来非常恐怖，非常复杂。实际上，只要逐个击破即可。本题最大的难点是计算
∑∞

n=1
((n−1)!)2(2t)2n

(2n)!

解：

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

∞∑
m=0

1

n · 2m + 1

=
∞∑

n=1

∞∑
m=0

(−1)n−1

n

1

n · 2m + 1

=
∞∑

n=1

∞∑
m=0

(−1)n−1

n

∫ 1

0

xn·2
m

dx

=

∫ 1

0

(
∞∑

m=0

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(
x2

m)n)

=

∫ 1

0

(
∞∑

m=0

ln
(
x2

m

+ 1
))

注意到
∞∑

m=0

ln
(
x2

m

+ 1
)
= ln

(
∞∏

m=0

(
x2

m

+ 1
))

= ln
(

∞∑
k=0

xk

)
= − ln (1− x) (|x| < 1)

因此 ∫ 1

0

(
∞∑

m=0

ln
(
x2

m

+ 1
))

= −
∫ 1

0

ln(1− x)dx = 1
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以及 ∫ 1

0

(1− 2x) ln(1− x)

x2 − x+ 1
dx

= −
∫ 1

0

ln(1− x)d
[
ln
(
x2 − x+ 1

)]
= −

[
ln (1− x) ln(x2 − x+ 1)

]∣∣1
0
+

∫ 1

0

ln(x2 − x+ 1)

x− 1
dx

=

∫ 1

0

ln(t2 − t+ 1)

−t
dt (t = 1− x)

=

∫ 1

0

ln(t3 + 1)− ln(1 + t)

−t
dt

= −1

3

∫ 1

0

ln(1 + s)

s
ds
(
s = x3

)
+

∫ 1

0

ln(1 + x)

x
dx

=
2

3

∫ 1

0

ln(1 + x)

x
dx

=
2

3

∫ 1

0

∞∑
k=1

(−1)k−1xk−1

k
dx

=
2

3

∞∑
k=1

(−1)k−1

k2

=
2

3

(
∞∑
k=1

1

k2
− 2

∞∑
k=1

1

(2k)
2

)

=
2

3
· 1
2
· π

2

6

=
π2

18

观察分子分母，仅有分母含有 y，因此只需对分母中含有 y 的项取极限。

lim
y→+∞

[(
2 arctan y

x

π

)y

− 1

]
= lim

y→+∞

(
2 arctan y

x

π

)y

− 1

= e
limy→+∞ y ln

(
2 arctan y

x
π

)
− 1
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下面计算指数的极限

lim
y→+∞

y ln
(
2 arctan y

x

π

)

= lim
s→0+

ln
(

2 arctan 1
sx

π

)
s

= lim
s→0+

ln
(

2 arctan 1
sx

π
− 1 + 1

)
s

= lim
s→0+

2 arctan 1
sx

π
− 1

s

=
1

π
lim
s→0+

−2 1
s2+ 1

x

1

= − 2

π
x

因此

lim
y→+∞

[(
2 arctan y

x

π

)y

− 1

]
= e−

2
π x − 1

最后考虑
∑∞

n=1
((n−1)!)2(2t)2n

(2n)!

级数
∞∑

n=1

((n−1)!)2(2t)2n

(2n)!
的收敛域为 [−1, 1] , 令 S (x) =

∞∑
n=1

((n−1)!)2(2x)2n

(2n)!
, 那么

S′ (x) =
∞∑

n=1

((n− 1)!)
2

(2n)!
(4n) (2x)

2n−1
, −1 < x < 1,

S′′ (x) =
∞∑

n=1

((n− 1)!)
2

(2n)!
(8n) (2n− 1) (2x)

2n−2
, −1 < x < 1,

于是

− xS′ (x) +
(
1− x2

)
S′′ (x)

= −
∞∑

n=1

((n− 1)!)
2

(2n)!
(2n) (2x)

2n
+

∞∑
n=1

((n− 1)!)
2

(2n)!
(8n) (2n− 1) (2x)

2n−2 −
∞∑

n=1

((n− 1)!)
2

(2n)!
(2n) (2n− 1) (2x)

2n

= 4 +
∞∑

n=2

((n− 1)!)
2

(2n)!
(8n) (2n− 1) (2x)

2n−2 −
∞∑

n=1

((n− 1)!)
2

(2n)!

(
4n2
)
(2x)

2n

= 4 +
∞∑

n=1

((n)!)
2

(2n+ 2)!
8 (n+ 1) (2n+ 1) (2x)

2n −
∞∑

n=1

((n− 1)!)
2

(2n)!

(
4n2
)
(2x)

2n

= 4

因此：

−xS′ (x) +
(
1− x2

)
S′′ (x) = 4, −1 < x < 1,

两边同时除以
√
1− x2 , 得
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− x√
1− x2

S′ (x) +
√
1− x2S′′ (x) =

4√
1− x2

,

从而

√
1− x2S′ (x) = 4 arcsinx+ C,

由 S′ (0) = 0 得 C = 0 , 故

S′ (x) =
4 arcsinx√

1− x2
,

两边同时积分得

S (x) = 2arcsin2x+ C1,

再由 S (0) = 0 得 C1 = 0 , 则 S (x) = 2arcsin2x (−1 < x < 1) , 因此

∞∑
n=1

((n− 1)!)
2
(2t)

2n

(2n)!
= 2arcsin2t, −1 < t < 1�

那么

lim
x→0+

lim
y→+∞

∑∞
n=1

(−1)n−1

n

∑∞
m=0

1
n·2m+1

∫ x2

0
π( 4

√
1+t−1) sin t4∑∞

n=1
((n−1)!)2(2t)2n

(2n)!

∫ 1
0

(1−2x) ln(1−x)

x2−x+1
dx

dt

x2(x− tanx) ln (x2 + 1)
[(

2 arctan y
x

π

)y
− 1
]

= lim
x→0+

∫ x2

0
π( 4

√
1+t−1) sin t4

2arcsin2t·π2

18

dt

x2(− 1
3
x3)x2

(
− 2

π
x
)

=
27

16
lim

x→0+

2x
4√1+x2−1

arcsin2(x2)
sinx8

x7

=
27

8
lim

x→0+

4
√
1 + x2 − 1

x2

=
27

8
· 1
4

=
27

32
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29 重极限

重极限与累次极限存在联系但又有差别。重极限考虑的是自变量同时趋向某个点时的极限，而累次

极限是变量逐一趋向于某个值的极限。它们之间有一些联系：

定理 1 设重极限 lim
x→a
y→b

f(x, y) = A, 当 y ̸= b 时， lim
x→a

f(x, y) 存在，则

lim
y→b

lim
x→a

f(x, y) = A

29.1 定义法

定义 1 设 n元函数 f(x1, x2, ·, xn)在 a的某个去心邻域有定义，A为一常数，若 ∀ε > 0, ∃δ > 0

对任意 0 < |x− a| < δ 都有

|f(x)| < ε

则称 n 元函数 f(x) 极限为 A，记为 limx→a f(x) = A

【例 29.1.1】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x+ y

解：∀ε > 0, ∃δ > 0 对任意 0 <
√
x2 + y2 < δ 都有∣∣∣∣ xy

x+ y

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣√xy2
∣∣∣∣ ≤

√
x2 + y2

2
≤ δ

因此

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x+ y
= 0

29.2 极坐标

极坐标也是一种计算二重极限的好方法，但是大多时候，极坐标更适用于证明重极限不存在，反而

计算重极限是会” 出错”。虽然极坐标代换计算重极限是可行的，因为我们有定理：

定理 2 若二元函数定义域为D,P0(x0, y0)为D的聚点。那么重极限 lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) = A

的充要条件为：设 x = x0 + r cos θ, y = y0 + r sin θ，∀ε > 0, ∃δ > 0 对任意 0 < r < δ, 0 ≤ θ ≤
2π,(r, θ) ∈ D 都有

|f(x0 + r cos θ, y0 + r sin θ)−A| < ε

证明过程详见：https://zhuanlan.zhihu.com/p/503998713
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但是有些人在极坐标代换后算极限时，忽略了二重积分所取路径的任意性，导致出错。下面给出一

个例子具体说明一下：

【例 29.2.1】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y

解：做代换 x = r cos θ, y = r sin θ
因此

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y

= lim
r→0

r3
(
cos3 θ + sin3 θ

)
r2 cos2 θ + r sin θ

= lim
r→0

r2
(
cos3 θ + sin3 θ

)
r cos2 θ + sin θ

若 sin θ = 0, 那么

lim
r→0

r2
(
cos3 θ + sin3 θ

)
r cos2 θ + sin θ = lim

r→0
r cos θ = 0

若 sin θ ̸= 0, 那么

lim
r→0

r2
(
cos3 θ + sin3 θ

)
r cos2 θ + sin θ = lim

r→0

r2
(
cos3 θ + sin3 θ

)
sin θ = 0

因此

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y
= 0

但是这样做对吗？如果我们取 y = −x2 + x3，那么

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y
= lim

x→0

x3 + (−x2 + x3)3

x3
= 1

这与刚才计算的结果矛盾了！这是为什么？

由于定理 2 是正确的，那一定是计算过程有错误。
事实上，在刚才计算的时候，我们并没有保证θ的任意性。换句话说，当 θ趋于 0时，极限 limr→0

r2(cos3 θ+sin3 θ)
sin θ

是未定式。不能直接得到结果为 0，因此最后一步计算极限的出现错误。只有无穷小乘以有界量极限才

为 0。
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【例 29.2.2】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

xy sin (ky)

x2 + y4

解：令 x = r cos θ, y2 = r sin θ, y = ±
√
r sin θ, θ ∈ (0, π)

那么

lim
(x,y)→(0,0)

xy sin (ky)

x2 + y4

= lim
r→0+

±r2 sin θ cos θ sin k
√
r sin θ

r2

= lim
r→0+

± sin
[√

r
(
k
√

sin θ
)]

sin θ cos θ

= 0

29.3 夹逼准则

【例 29.3.1】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

sin (x2y + y4)

x2 + y2

解

0 ≤
∣∣∣∣sin (x2y + y4)

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x2y + y4

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ x2

x2 + y2
|y|+ x2

x2 + y2
y2 ≤ |y|+ y2 → 0 ((x, y) → (0, 0))

【例 29.3.2】计算：

lim
(x,y)→(+∞,+∞)

(
xy

x2 + y2

)x2

解：由于

0 ≤ xy

x2 + y2
≤

x2+y2

2

x2 + y2
1

2

因此

0 ≤
(

xy

x2 + y2

)x2

≤
(
1

2

)x2

→ 0 ((x, y) → (0, 0))

故

lim
(x,y)→(+∞,+∞)

(
xy

x2 + y2

)x2

= 0

【例 29.3.3】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

xy sin (ky)

x2 + y4

解：

0 ≤
∣∣∣∣xy sin (ky)

x2 + y4

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ xy22xy2

∣∣∣∣ · |sin ky| = 1

2
|sin ky| → 0 ((x, y) → (0, 0))

因此

lim
(x,y)→(0,0)

xy sin (ky)

x2 + y4
= 0
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29.4 整体法

整体法，实际上是将某些元素看成一个整体，比如 xy, x + y, x − y, x
y
等，如果它们满足一些性质

(如趋于 0)，那么可以将整体运用重要极限，等价无穷小，Taylor 公式等，与单变量的极限类似。

29.4.1 重要极限

【例 29.4.1.1】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

sinx sin y
xy

解：

lim
(x,y)→(0,0)

sinx sin y
xy

= lim
(x,y)→(0,0)

x · y
xy

= 1

【例 29.4.1.2】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

sin(xy2) sin(x2y)
x2y2 sin(xy)

解：

lim
(x,y)→(0,0)

sin(xy
2

2
) sin(x

2y
3
)

x2y2 sin(xy) =
1

6
lim

(x,y)→(0,0)

(xy2)(x2y)

x2y2(xy)
=

1

6

【例 29.4.1.2】计算：

lim
(x,y)→(+∞,0)

(
1 +

1

x+ y

)x

解：

lim
(x,y)→(+∞,0)

(
1 +

1

x+ y

)x

= lim
(x,y)→(+∞,0)

(
1 +

1

x+ y

)x+y

= e

29.4.2 等价无穷小

【例 29.4.2.1】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

√
xy + 1− 1

xy

解：

lim
(x,y)→(0,0)

√
xy + 1− 1

xy
= lim

(x,y)→(0,0)

xy
2

xy
=

1

2

【例 29.4.2.2】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + xy) · sin(x+ y)

1− cos(x+ y)

解:
lim

(x,y)→(0,0)

ln(1 + xy) · sin(x+ y)

1− cos(x+ y)
= lim

(x,y)→(0,0)

xy · (x+ y)
1
2
(x+ y)2

= lim
(x,y)→(0,0)

xy
1
2
(x+ y)

由于

0 ≤
∣∣∣∣ xy
1
2
(x+ y)

∣∣∣∣ ≤ √
xy → 0 ((x, y) → (0, 0))

因此

lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + xy) · sin(x+ y)

1− cos(x+ y)
= 0
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29.4.3 Taylor 公式

【例 29.4.3.1】计算：

lim
(x,y)→(0,0)

(xy − sinxy)(x+ y)2

1
x
+ 1

y
− ln(1 + x+ y)

1
xy sin4(xy)

解：

lim
(x,y)→(0,0)

(xy − sinxy)(x+ y)2

1
x
+ 1

y
− ln(1 + x+ y)

1
xy sin4(xy)

= lim
(x,y)→(0,0)

(xy − sinxy)(x+ y)2[
1
x
+ 1

y
− 1

xy
ln(1 + x+ y)

]
x4y4

= lim
(x,y)→(0,0)

(xy − sinxy)(x+ y)2

[x+ y − ln(1 + x+ y)]x3y3

= lim
(x,y)→(0,0)

(x+ y)2( (xy)
3

6
+ o(x3y3))[

(x+y)2

2
+ o((x+ y)2)

]
x3y3

=
1
6
1
2

=
1

3

30 一些著名结论

30.1 著名常数

30.1.1 π

结论 1 (莱布尼兹级数)
∞∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
=
π

4

证明: 考虑
∞∑
k=0

xk =
1

1− x
(|x| < 1)

因此
∞∑
k=0

(−x2)k =
1

1 + x2
(|x| < 1)

两边同时 0 到 1 积分，得∫ 1

0

∞∑
k=0

(−x2)kdx =
∞∑
k=0

∫ 1

0

(−x2)kdx =
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=

∞∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
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而 ∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4

因此
∞∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
=
π

4

结论 2 (巴塞尔问题)
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6

证明：考虑 sinx 的无穷乘积展开式

sinx = x
∞∏
k=1

[
1− x2

(kπ)2

]
以及 sinx 的泰勒展开

sinx = x− x3

6
+ · · ·

那么
sinx
x

=
∞∏
k=1

[
1− x2

(kπ)2

]
= 1− x2

6
+ · · ·

对比一下平方项系数，立得
∞∑
k=1

− 1

k2π2
= −1

6

因此
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6

结论 3 (高斯积分) ∫ +∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

证明：由于 ∫ 0

−∞
e−x2

dx =

∫ +∞

0

e−x2

dx

因此只需证明

I =

∫ +∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
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法一 (二重积分)：

I2 =

∫ +∞

0

e−x2

dx

∫ +∞

0

e−x2

dx

=

∫ +∞

0

e−x2

dx

∫ +∞

0

e−y2

dy

=

∫ +∞

0

dx

∫ +∞

0

e−(x2+y2)dy

=

∫ π
2

0

dθ

∫ +∞

0

ρe−ρ2

dρ

=

∫ π
2

0

(
−1

2
e−ρ2

)∣∣∣∣+∞

0

dθ

=
π

4

因此 I =
√
π
2
即 ∫ +∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

法二 (Γ 函数)：考虑

Γ(s) =

∫ +∞

0

ts−1e−tdt

作变量替换 t = x2, dt = 2xdx 因此

Γ(s) =

∫ +∞

0

ts−1e−tdt = 2

∫ +∞

0

x2s−1e−x2

dx

令 s = 1
2
，则

I =
Γ
(
1
2

)
2

考虑余元公式

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sinπx
令 x = 1

2
, 则

Γ

(
1

2

)
=

√
π

因此 I =
√
π
2
即 ∫ +∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

结论 4 (狄利克雷积分) ∫ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2

我们在黎曼引理【例 22.4】中已经证明过，不再赘述。
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推论 1 事实上，对任意 p > 0，都有∫ +∞

0

sin px
x

dx =
π

2

我们只需要换元 x = t
p
, dx = 1

p
dt 即可。

【例 30.1.1.1】计算： ∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx

解： ∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx

=

∫ +∞

0

sin2 xd

(
− 1

x

)
= − sin2 x

x

∣∣∣∣+∞

0

+

∫ +∞

0

sin 2x

x
dx

=
π

2

30.1.2 e

两种定义:

定义 1 (极限定义)

e = lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

定义 2 (级数定义)

e =
∞∑
k=0

1

k!

定理 1 (欧拉公式)
eiθ = i sin θ + cos θ

30.1.3 ϕ

定义 3 (斐波那契数列)F1 = F2 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2(n ≥ 3)

Fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
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推论 2
ϕ =

√
5− 1

2
= lim

n→∞

Fn

Fn−1

30.1.4 γ

定义 4 (极限定义)

γ = lim
n→∞

[(
n∑

k=1

1

k

)
− lnn

]

定义 5 (反常积分定义)

γ =

∫ +∞

1

(
1

⌊x⌋
− 1

x

)
dx

证明： ∫ +∞

1

(
1

⌊x⌋
− 1

x

)
dx

= lim
n→∞

∫ n

1

(
1

⌊x⌋
− 1

x

)
dx

= lim
n→∞

[∫ n

1

1

⌊x⌋
dx− lnn

]
= lim

n→∞

[
n−1∑
k=1

∫ k+1

k

1

k
dx− lnn

]

= lim
n→∞

(
n−1∑
k=1

1

k
+

1

n
− 1

n
− lnn

)

= lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− lnn

)
= γ

推论 3
−γ = Γ′(1) = Ψ(1)

30.1.5 G

卡特兰常数 (Catalan’s Constant) 用字母 G 表示, 其定义为：

定义 6 (级数定义)

G =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
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定义 7 (积分定义)

G = −
∫ π

4

0

ln tanxdx =

∫ 1

0

arctanx
x

dx

【例 30.1.5.1】讨论 I(a) 的敛散性, 并计算当 k = 2 时 I(1) 的值：

其中

I(a) =

∫ +∞

0

ln(1 + ax)

1 + xk
dx(a ≥ 0)

解：首先， ln(1+ax)
1+xk ≥ 0

1. 当 k ≤ 1 时. 存在 X = max{1, e−1
a
}, 当 x > X 时，∫ +∞

X

ln(1 + ax)

1 + xk
dx ≥

∫ +∞

X

1

1 + x
dx = +∞

因此反常积分发散。

2. 当 k > 1 时，那么存在 ε > 0, 使得 k > 1 + ε. 并且存在 M > 0, 使得 ln(1 + ax) ≤Mxε 考虑区

间 [1,+∞) 那么 ∫ +∞

1

ln(1 + ax)

1 + xk
dx

<

∫ +∞

1

Mxε

xk
dx

=M
xε−k+1

ε− k + 1

∣∣∣∣+∞

1

=
M

ε− k + 1

下面考虑 [0, 1] 区间。由于 k > 1，因此 1 + xk ≥ 1,ln(1 + ax) ≤M ′ 因此∫ 1

0

ln(1 + ax)

1 + xk
dx

<

∫ 1

0

M ′

1
dx

=M ′

因此 I(a) 关于 a 在 [0,+∞) 内闭一致收敛。因此

I ′(a) =

∫ +∞

0

x

(1 + xk)(1 + ax)
dx
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当 k = 2，有

I ′(a) =

∫ +∞

0

x

(1 + x2)(1 + ax)
dx

=
1

a

∫ +∞

0

(ax+ 1)− 1

(1 + x2)(1 + ax)
dx

=
1

a

∫ +∞

0

1

1 + x2
dx− 1

a

∫ +∞

0

(1 + x2)− x2

(1 + x2)(ax+ 1)
dx

= lim
t→+∞

[
π

2a
− 1

a

∫ t

0

1

ax+ 1
dx+

1

a2

∫ t

0

(ax2 + x)− x

(1 + x2)(ax+ 1)
dx

]
= lim

t→+∞

[
π

2a
− 1

a

∫ t

0

1

ax+ 1
dx+

1

a2

∫ t

0

x

1 + x2
dx− 1

a2

∫ t

0

x

(1 + x2)(ax+ 1)
dx

]
=

π

2a
+ lim

t→+∞

[
ln(1 + at)

a2
− ln(1 + t2)

2a2

]
− 1

a2
I ′(a)

=
π

2a
+

ln a
a2

− 1

a2
I ′(a)

因此

I ′(a) =
π

2
· 1

a2 + 1
+

ln a
a2 + 1

由于 I(0) = 0, 那么

I(a) =

∫ a

0

(
π

2
· 1

x2 + 1
+

lnx
x2 + 1

)
dx =

π

2
· arctan a+

∫ a

0

lnx
x2 + 1

dx

因此

I(1) =
π2

8
+

∫ 1

0

lnx
x2 + 1

dx

= arctanx · lnx|10 −
∫ 1

0

arctanx
x

dx+
π2

8

=
π2

8
−G

30.1.6 A

Glaisher-Kinkelin 常数

定义 8
A = lim

n→∞

1122 · · ·nn

n
n2

2 +n
2 + 1

12 · e−n2

4
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【例 30.1.6.1】求极限：

lim
n→∞

n
√
(n
1
)(n

2
) · · · (n

n
)

e
n
2 n− 1

2

解：记 xn = lim
n→∞

n
√

(n
1 )(n

2 )···(n
n )

e
n
2 n− 1

2

lnxn =
1

n

n∑
k=1

ln
(
n

k

)
− n

2
+

lnn
2

=
1

n

(
n lnn!−

n∑
k=1

ln k!−
n∑

k=1

ln (n− k)!

)
− n

2
+

lnn
2

=
1

n

(
(n+ 1) lnn!− 2

n∑
k=1

ln k!
)

− n

2
+

lnn
2

由于
n∑

k=1

ln k! =
n∑

k=1

(n+ 1− k) ln k = (n+ 1) lnn!−
n∑

k=1

k ln k

化简得到

lnxn =
2

n

n∑
k=1

k ln k − n+ 1

n
lnn!− n

2
+

1

2
lnn

由于

A = lim
n→∞

An = lim
n→∞

1122 · · ·nn

nn2/2+n/2+1/12e−n2/4

lnxn =
2

n
lnAn +

(
n+

3

2
+

1

6n

)
lnn− n− n+ 1

n
lnn!

lnxn =
2

n
lnAn − 1

3n
lnn+ 1− n+ 1

n
ln

√
2π −

(
1 +

1

n

)
O

(
1

n

)
= 1− ln

√
2π

因此

lim
n→∞

n
√
(n
1
)(n

2
) · · · (n

n
)

e
n
2 n− 1

2

=
e√
2π

更多数学常数可见：http://www.ebyte.it/library/educards/constants/MathConstants.html
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30.2 著名不等式

30.2.1 Cauchy-Schwarz 不等式

定理 2 若 f(x),g(x) 在 [a, b] 上可积，则：(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤

(∫ b

a

f2(x)dx

)
·

(∫ b

a

g2(x)dx

)

证明：考虑∫ b

a

[f(x)− kg(x)]
2
dx = k2

∫ b

a

g2(x)dx− 2k

∫ b

a

f(x)g(x)dx+

∫ b

a

f2(x)dx ≥ 0

因此

∆ = 4

(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

− 4

∫ b

a

f2(x)dx

∫ b

a

g2(x)dx ≤ 0

因此 (∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤

(∫ b

a

f2(x)dx

)
·

(∫ b

a

g2(x)dx

)

30.2.2 Young 不等式

定理 3 设 f(x) 在 [0,+∞) 上连续可导且严格单增，f(0) = 0, a > 0, b = f(a) > 0 则

ab ≤
∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(y)dy

其中 f−1(y) 是 f(x) 的反函数. 当且仅当 b = f(a) 等号成立。

30.2.3 Holder 不等式

定理 4 若 f(x),g(x) 在 [a, b] 上连续，且 1
p
+ 1

q
= 1 (p, q > 0)，则

∫ b

a

|f(x)g(x)|dx ≤

(∫ b

a

|f(x)|pdx

) 1
p
(∫ b

a

|g(x)|qdx

) 1
p

30.2.4 Minkowski 不等式

定理 5 设 f(x), g(x) ∈ R[a, b], 1 ≤ p < +∞, 则有[∫ b

a

(|f(x)|+ |g(x)|)p dx

] 1
p

≤

(∫ b

a

|f(x)|pdx

) 1
p

+

(∫ b

a

|g(x)|pdx

) 1
p
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30.2.5 Hadamard 不等式

定理 6 设 f(x) 是 (a, b) 的下凸函数, 对任意 x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 都有

f

(
x1 + x2

2

)
≤ 1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(t)dt ≤ f(x1) + f(x2)

2

30.2.6 Favard 不等式

定理 7 设 f(x) 是 [a, b] 上的非负凹函数，对任意 p > 1，成立

1

b− a

∫ b

a

fp(x)dx ≤ 2p

p+ 1

(
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

)p
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极限 50 题 (旧)
原作者知乎 @ 陌亿 :https://zhuanlan.zhihu.com/p/464349656

注：实际有 51 题。

1. lim
x→0

p 次︷ ︸︸ ︷
tan tan · · · tanx−

p 次︷ ︸︸ ︷
sin sin · · · sinx

tanx− sinx
, 其中 p ∈ N+

2. lim
x→+∞

[
(a+ x)1+

1
x − x1+ 1

x+a

]

3. lim
x→+∞

[(
x3 +

x

2
− x3 tan 1

x

)
e
1
x −

√
1 + x6

]

4. lim
x→∞

(
4
√
x4 + x3 + x2 + x+ 1− 3

√
x3 + x2 + x+ 1 · ln (x+ ex)

x

)

5. lim
x→+∞

[
x · e

1
x · arctan x2 + x− 1

(x+ 1) (x+ 2)
− π

4
· x
]

6. lim
n→∞

n∑
k=1

(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2

7. lim
x→0

√
1 + x

1− x
4

√
1 + 2x

1− 2x
· · · 2n

√
1 + nx

1− nx
− 1

3π arctanx− (x2 + 1) arctan3x
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8. lim
x→0

1− cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x · · · n
√

cosnx
x2

9. lim
x→0+

[
ln (x ln a) · ln

(
ln ax

ln x
a

)]
, a > 1

10. lim
n→∞

n sin (2πn!e)

11. lim
n→∞

n2 [n sin (2eπ · n!)− 2π]

12. 设数列 an 满足 a1 = 1 , 且 an+1 =
an

(n+ 1) (an + 1)
, n ≥ 1 , 求极限 lim

n→∞
n!an 。

13. lim
n→∞

n+1
√

(n+ 1)!− n
√
n!

14. lim
n→∞

√
n

(
1−

n∑
k=1

1

n+
√
k

)

15. An =
n

n2 + 1
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2
, 求 lim

n→∞
n
(π
4
− A

)
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16. 设 Sn =

n∑
k=0

lnCk
n

n2
, 求 lim

n→∞
Sn 。

17. lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)

18. lim
n→∞

1an + 2an + · · ·+ nan

nan

19. lim
n→∞

n+ n
1
2 + n

1
3 + · · ·+ n

1
n

n

20. lim
n→∞

(
1 + 2p + 3p + · · ·+ np

np
− n

p+ 1

)
其中 p 为自然数。

21. −1 < x0 < 1, xn =

√
1 + xn−1

2
(n = 1, 2, 3 · · · ) , 求 lim

n→∞

n∏
k=1

xk

22. lim
n→∞

n∑
k=1

n+ 1− k

nCk
n

23. lim
n→∞

ˆ 1

0

ˆ 1

0

· · ·
ˆ 1

0

cos2
[ π
2n

(x1 + x2 + · · ·+ xn)
]
dx1dx2 · · · dxn
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24. lim
n→∞

√
n

n∏
k=1

e1−
1
k(

1 + 1
k

)k

25. f (x) 在 x0 处可导, an < x0 < bn 且 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = x0 , 证明

lim
n→∞

f (bn)− f (an)

bn − an
= f ′ (x0)

26. lim
n→∞

((
n∑

k=1

k2

n2 + k

)
− n

3

)

27. lim
n→∞

n+ n2 + n3 + · · ·+ nn

1n + 2n + · · ·+ nn

28. lim
n→∞

ˆ π
3

0

sinnx

sinnx+ cosnxdx

29. lim
n→∞

ˆ π
2

0

sinnxdx

30. lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + n− k2
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31. lim
n→∞

n2∑
k=1

n

n2 + k2

32. lim
n→∞

n∑
i=1

sin 2i− 1

n2
a

33. lim
n→∞

n∑
k=1

[(
nk + 1

)−1
k +

(
nk − 1

)−1
k

]

34. 设 αk =
k +

√
k2 + 4

2
, 求 lim

k→∞

∞∏
n=1

(
1− k

αk
n + αk

)

35. lim
n→∞

ˆ 1

0

n∑
k=1

n∏
i=1

(
x+

i

n2

)
x+ k

n2

dx

36. lim
n→∞

lnn

ln (12020 + 22020 + · · ·+ n2020)

37. lim
n→∞

n∑
k=1

1

n+ kα
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38. lim
n→∞

(
sin ln 2

2
+ sin ln 3

3
+ · · ·+ sin lnn

n

)1
n

39. lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

i+ j

i2 + j2

40. lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

{n
k
}2 , {a} 表示 a 的小数部分。

41. lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)k

42. lim
n→∞

n∑
k=1

(
k

n

)αk

43. lim
n→∞

n∑
k=0

2k

22k + 1

44.
∞∑
n=0

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 3
− · · ·

)2
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45. lim
n→∞

1

2n

n∑
k=1

Ck
nsin2

(
π
√
k2 + k

)

46. lim
n→∞

ˆ π
2

0

sin2 (nx)

sinx
dx

lnn

47. lim
x→∞

n∑
k=0

(−1)kCk
n

√
x2 + k

48. lim
n→∞

1

n

(
n

1
2
+ 2

3
+ · · ·+ n

n+1

)n

49. lim
n→∞

ˆ 1

0

x sinnx

1 + n6x2
dx

50. lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

Ck
n

)n

51. lim
m→∞

 m
√
m+ 1 · m2+m

√√√√ m∏
k=1

Ck
m



卢鹏博——计算极限的若干方法

139



Math
Enth

usi
ast

极限 50 题 (新)
原作者知乎 @ 陌亿 :https://zhuanlan.zhihu.com/p/586648267

注：实际有 53 题。

二、热身题

1. a1 =
√
1 + 2015, a2 =

√
1 + 2015

√
1 + 2016 ,

· · · an =

√√√√(1 + 2015

√
1 + 2016

√
1 + · · ·+ (2014 + n)

√
1 + (2013 + n)

)
, lim
n→∞

an

2. lim
x→0+

ˆ ∞

0

e−xt

√
t2 + t

dt

3. lim
n→∞

lnn

n


n−1∑
k=1

csc
(
kπ
n

)
lnn

− 2

π
n



4. lim
n→∞

an

n∑
k=1

a2k = 1, lim
n→∞

3
√
nan
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5. 若 an, bn > 0 , ∀n ≥ 1 , 且有 lim
n→∞

an+1

nan
= a ∈ R+ , lim

n→∞

bn+1

nbn
= b ∈ R+ , 计算

lim
n→∞

1

n

√
(n!)3

n∑
k=1

(akbk)
1
k

6. lim
n→∞

n




m∑
k=1

a
1
n
k

m


n

−

(
n∏

k=1

ak

) 1
m



7. f (x) : [0, 1] → R 上的可积函数, 且在 x = 1 处连续, 当 k ≥ 1 时, 求

lim
n→∞

1

nk

ˆ 1

0

(
x+ 2kx2 + · · ·+ nkxn

)
f (x) dx

8. {bn}∞n=0为正实数列,满足 b0 = 1且 bn = 2+
√

bn−1−2

√
1 +

√
bn−1 ,计算

∞∑
n=1

bn2
n

9. lim
n→∞

n

[(
1

π

n∑
k=1

sin π√
n2 + k2

)n

− 1
4
√
e

]

10. f ∈ R [0, 1] , 求 lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(−1)kf

(
k

n

)

11. f (x) ∈ C [0, 1] , f (x) > 0 , 求 lim
n→∞

´ 1
0
fn+1 (x) dx´ 1
0
fn (x) dx
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12. lim
n→∞
m→∞

n∑
i=1

m∑
j=1

(−1)i+j

i+ j

13. lim
n→∞

{
tan
(
π

√
n2 +

[
6n

11

])
+ 4 sin

(
π

√
4n2 +

[
8n

11

])}

三、正式开始

1. 设 In =

ˆ ∞

0

ˆ ∞

0

· · ·
ˆ ∞

0

e−x2n
n+1−x2n

n+2−···−x2n
2n − ex

2n
1 −x2n

2 −···−x2n
n

x2n
1 + x2n

2 + · · ·+ x2n
n − x2n

n+1 − x2n
n+2 − · · · − x2n

2n

dx1dx2 · · · dxn

, lim
n→∞

In

2. lim
n→∞

 n+1

√√√√n+1∏
k=1

Γ

(
1

k

)
− n

√√√√ n∏
k=1

Γ

(
1

k

)

3. lim
n→∞

 max
0≤x<+∞

∣∣∣∣∣∣∣∣e
−x − 1

n∑
k=0

xk

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣


1
n

4. a, b ∈ R , c ∈ R+ , 求 lim
n→∞

ˆ b

a

dx

c+
n∏

k=0

sin2 (x+ k)
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5. lim
n→∞

ˆ π
2

0

n(√
2 cosx

)n
+
(√

2 sinx
)n dx

6. lim
n→∞

n!

nn

(
n∑

k=0

nk

k!
−

∞∑
k=n+1

nk

k!

)

7. f : [0, 1] → R 上的连续函数, 求 lim
n→∞

ˆ 1

0

· · ·
ˆ 1

0

f

(
n

1
x1

+ · · ·+ 1
xn

)
dx1 · · · dxn

8. an =
√
n+ an−1, a1 = 1 , 证明: an =

√
n+

1

2
+

1

8
√
n
+ o

(
1√
n

)

9. lim
n→∞

n

(
n

ˆ n

0

arctan x
n

x (x2 + 1)
dx− π

2

)

10. 设实数 x, y, z 满足 ex + ey + ez = 2 + ex+y+z , 求

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

(
1

x
+

1

y
+

1

z
− x+ y + z

12

)

11. 设 an =
lnn

n
,m ≥ 0, λ > 0 , 试确定常数 t , 使得
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lim
n→∞

ntn

 n

√√√√ m∑
i=1

(ai)
n − max

1≤k≤m
{ak}

 = λ

12. lim
n→∞

n

((
1

3π

ˆ 2π

π

x

arctan (nx)
dx
)n

− e
4

3π2

)

13. lim
t→∞

t

∞∑
k=0

(−1)k
1√

k2 + t2

14. lim
n→∞

ˆ 1

0

ˆ 1

0

· · ·
ˆ 1

0

sin
(
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
dx1 dx2 · · · dxn

15. 令 An =
n∑

k−1

(−1)k−1

k!
, 求

lim
n→∞

n(n(n(n(n(n(−1)nn!(e(1− An)− 1)− e) + 2e)− 5e) + 15e)

16. lim
n→∞

n

((ˆ 1

0

1

1 + xn
dx
)n

− 1

2

)

17. qn = 33
n

+ 1 , 求 lim
n→∞

3

√
6q20 +

3

√
6q21 +

3

√
· · · 3
√

6q2n
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18. lim
x→0+

lim
y→+∞

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

∞∑
m=0

1
n2m+1

´ x2

0

π( 4√1+t−1) sin t4

∞∑
n=1

((n−1)!)2(2t)2n

(2n)!

´ 1
0

(1−2x) ln(1−x)

x2−x+1
dx

x2 (x− tanx) ln (x2 + 1)
[(

2 arctan x
x

π

)y
− 1
]

19. lim
n→∞

ˆ 1

0

· · ·
ˆ 1

0

[
sin
(
π
2
x1

)
+ sin

(
π
2
x2

)
+ · · ·+ sin

(
π
2
xn

)]m
(xq

1 + · · ·+ xq
n)

s(
π
2
x1 +

π
2
x2 + · · ·+ π

2
xn

)m
(xp

1 + · · ·+ xp
n)

s dx1 · · · dxn

20. lim
n→∞

n∑
k=1

πk

2n

ˆ 1

0

x2n sin xπ

2
dx

21. 设 lim
n→∞

xn = +∞ , 正项级数
∞∑
n=1

yn 收敛, 设 n0 是某一自然数, 若当 n > n0 时,

有 xn < xn+1, xn <
1

2
(xn−1 + xn+1) , yn+1 ≤ yn , 求证: lim

n→∞

xnyn
xn+1 − xn

= 0

22. lim
n→∞

n2

(ˆ 1

0

(1 + xn)
1
n dx− 1

)

23. lim
n→∞

n
n∏

m=1

(
1− 1

m
+

5

4m2

)

24. a, b ∈ R+ , 求 lim
n→∞

n∑
k=1

1

n+ k + b+
√
n2 + kn+ a
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25. k ∈ N∗ , 求 (1) L = lim
n→∞

ˆ 1

0

ln
(
1 + xn+k

)
ln (1 + xn)

dx

(2) lim
n→∞

n

(ˆ 1

0

ln
(
1 + xn+k

)
ln (1 + xn)

dx− L

)

26. f : [a, b] → [0,∞)上的连续函数,求 lim
n→∞

n

 n

√ˆ b

a

fn+1 (x) dx− n

√ˆ b

a

fn (x) dx



27. f0 (x) ∈ R [0, 1] , f0 (x) > 0 , fn (x) =

√ˆ x

0

fn−1 (t) dt (n = 1, 2, · · ·) , 求

lim
n→∞

fn (x)

28. a, b ∈ R, 0 < a < b , u0 = a, v0 = b , un+1 =
un + vn

2
, vn+1 =

√
vn+1vn , 证明:

lim
n→∞

un = lim
n→∞

vn =
b sin

(
arccos

(
a
b

))
arccos a

b

29. lim
n→∞

πnnn(
2 +

n∑
k=1

4k(k!)2

(2k+1)!

)2n

30 lim
n→∞

√
n

(ˆ ∞

−∞

cosx
(1 + x2)n

)
dx
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31. 设 u1 = 0 , u2 = 1 , un+2 = un+1 +
un

2n
, 求 lim

n→∞

un√
n

32. a1 = 1, an = an−1 +
1

an−1

, 求 lim
n→∞

√
n

lnn

(
an −

√
2n
)

33. 设 f (x) , g (x) ∈ C [a, b] , 且 f (x) ≥ 0, g (x) > 0 , f (x) 严格单调递增, 证明 (1)

对 n ∈ N , 当 n 充分大时, 存在 xn ∈ [a, b] , 使得 fn (xn)

lnn
= n3

ˆ b

a

fn (x) g (x) dx

(2) lim
n→∞

xn

34. 设 x1 > 0, xn+1 = xn +
n

n∑
k=1

xi

, 求 lim
n→∞

n

(√
3− xn√

n

)

35. lim
n→∞

n∑
i=1

i3
(
1 + 1

i

)i · n∑
k=1

k2

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

k↑2

n7

36. lim
n→∞

ln2n

n

n−2∑
k=2

1

ln k · ln (n− k)
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37. lim
n→∞

n∑
k=1

(−1)kCk
n ln k

ln (lnn)

38Sn = 1 +
n−1∑
k=1

k∏
i=1

n− i

n+ i+ 1
, 求 lim

n→∞

Sn√
n

39.设 Sn =
n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
1

2k (n+ k + 1)
(n ≥ 1) ,求 Sn 的等价无穷小 (n → ∞)

40. 设 f : [0, 1] → (0,∞) 上的函数, 满足 ln (f (x))

x
∈ R [0, 1] , g : [0, 1] → R 上的可

积函数且在 x = 1 连续, 证明:

lim
n→∞

n2

(ˆ 1

0

n
√

f(xn)g(x)dx−
ˆ 1

0

g(x)dx

)
= g(1)

ˆ 1

0

ln f(x)

x
dx
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