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第 1 章 极限与连续

1.1 单调有界定理

题目 1.1.1. 求 limn→∞
n
√
n

解:

1 ⩽ n
√
n ⩽

n

√
√
n ·

√
n ·

n−2个1︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1 ⩽ 2

√
n+ n− 2

n
< 1 +

2√
n
→ 1(n → ∞)

定理 1.1.1： 单调有界定理

有界的单调数列必收敛.

题目 1.1.2. 证明单调有界定理.

证明. 不妨设 an 单调递增，a = sup an. 则由上确界的定义立知 an ⩽ a，且 ∀ε > 0, a− ε < a，故存在

N > 0，使得 aN > a− ε.
故 ∀ε > 0, ∃N > 0, 对 ∀n > N , 有：

a− ε < aN ⩽ an ⩽ a < a+ ε (1.1.1)

故 limn→∞ an = a.

题目 1.1.3. 若单调数列 {an} 有一个子列收敛，则 {an} 收敛.(注意与单调有界定理相比较)

证明. 法一：不妨设 {an}单调递增，只需证明 {an}有上界即可. 设子列 {ank
}收敛，则 ∃M > 0, s.t.ank

<

M . 但对任意的 k，由于 k ⩽ nk，故 ak ⩽ ank
< M .

因此 {an} 单调递增有上界，故由单调有界定理知 {an} 收敛.
法二：不妨设 {an} 单调递增. 设 limn→∞ ank

= a. 故 ∀ε > 0, ∃K > 0，当 k > K 时，有

|ank
− a| < ε

当 n > nK+1 时，存在 m > n > K + 1，使得 n < m ⩽ nm. 故 anK+1
< an ⩽ anm

，也即：

−ε < anK+1
− a < an − a ⩽ anm

− a < ε

也即 {an} 收敛.
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1.2 Stolz 定理

定理 1.2.1： Stolz 定理

1.
( ∗
∞

)
设 xn(严格) 单调递增趋于无穷大，则

lim
n→∞

yn
xn

= lim
n→∞

yn+1 − yn
xn+1 − xn

2.
(
0
0

)
设 xn(严格) 单调递减趋于 0，且 limn→∞ yn = 0，则

lim
n→∞

yn
xn

= lim
n→∞

yn+1 − yn
xn+1 − xn

注: 极限等式成立的前提，除了对单调性和极限有要求外，还要求 limn→∞
yn+1−yn

xn+1−xn
(∗)必须存在（包

括非正常极限）. 满足题干条件外，当 (∗) 极限为 +∞ 时，limn→∞
yn

xn
= +∞；当 (∗) 极限为 −∞ 时，

limn→∞
yn

xn
= −∞.

注: 不能认为 (∗)式极限不存在，则左式极限一定不存在. 例如取 yn = (−1)n, xn = 1
n
，则 limn→∞

yn

xn
=

0, 但 (−1)n+1−(−1)n

(n+1)−n
= 2 · (−1)n+1 极限不存在.

注: 在满足特定的条件下才有 Stolz 逆定理 (即使用左式极限推右式). 例如，当 limn→∞
yn

xn
和 (∗) 极

限均存在时，我们可以利用 limn→∞
yn

xn
的极限计算 (∗) 的极限. 当然，Stolz 逆定理还有一些其它的版

本，但比较复杂，目前用不到.

题目 1.2.1. 若 limn→∞ an = a，求 limn→∞
a1+a2+···+an

n
.

解:

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= lim
n→∞

(a1 + a2 + · · ·+ an)− (a1 + a2 + · · ·+ an−1)

(n)− (n− 1)
= lim

n→∞
an = a (1.2.1)

注: 当 a 为 +∞ 或 −∞ 也成立.

题目 1.2.2. 若 an > 0，且 limn→∞ an = a，求 limn→∞ n
√
a1 · a2 · · · an.

解: 1. 当 a = 0 时，有

0 ⩽ n
√
a1 · a2 · · · an ⩽ a1 + a2 + · · ·+ an

n
→ 0(n → ∞) (1.2.2)

2. 当 a ̸= 0 时，有

lim
n→∞

n
√
a1 · a2 · · · an = elimn→∞

ln(a1)+ln(a2)+···+ln(an)
n = eln a = a (1.2.3)

2
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题目 1.2.3. 求：

lim
n→∞

lnn

ln
∑n

k=1 k
2020

解:

lim
n→∞

lnn

ln
∑n

k=1 k
2020

= lim
n→∞

ln(n+ 1)− lnn

ln
∑n+1

k=1 k
2020 − ln

∑n
k=1 k

2020
= lim

n→∞

ln
(
1 + 1

n

)
ln
(
1 + (n+1)2020∑n

k=1 k2020

) (1.2.4)

= lim
n→∞

1
n

(n+1)2020∑n
k=1 k2020

= lim
n→∞

1

n
·
∑n

k=1

(
k
n

)2020(
1 + 1

n

)2020 (1.2.5)

= lim
n→∞

1

n
·

n∑
k=1

(
k

n

)2020

=

∫ 1

0

x2020dx =
1

2021
(1.2.6)

题目 1.2.4. 设 xn+1 = sinxn, x1 ∈ (0, π)，求 limn→∞
√

n
3
xn

解: 显然 {xn} 单调递减趋于 0，故：

lim
n→∞

nx2
n = lim

n→∞

n
1
x2
n

= lim
n→∞

(n+ 1)− n
1

x2
n+1

− 1
x2
n

= lim
n→∞

1
1

sin2 xn
− 1

x2
n

(1.2.7)

= lim
x→0

1
1

sin2 x
− 1

x2

= lim
x→0

x2 sin2 x

x2 − sin2 x
= 3 (1.2.8)

故

lim
n→∞

√
n

3
xn = 1

注: 读者可思考一下，在进行计算时，为什么使用 n
1

x2
n

，而不是 x2
n
1
n

？

注: 本题还可以“加边”，即再次使用 Stolz 定理，可以求得 limn→∞
n

ln n

(
1−

√
n
3
xn

)
= 3

10
. 不过不要

先着急求，我们再看一个稍微“复杂”一点的题目.

题目 1.2.5. 设 x1 = 1, xn+1 = xn + 1
xn
，求：

lim
n→∞

√
2n(xn −

√
2n)

lnn

解: 第一步，我们首先求 limn→∞
xn√
2n

. 由于 xn 单调递增到 ∞1，因此我们有：

lim
n→∞

x2
n

2n
= lim

n→∞

x2
n+1 − x2

n

2
= lim

n→∞

xn+1 + xn

2xn

= lim
n→∞

2xn + 1
xn

2xn

= 1 (1.2.9)

1单调易见，使用反证法可看出趋于无穷

3
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我们得到一个很有用的结论：xn ∼
√
2n, n → ∞.

那么：

lim
n→∞

√
2n(xn −

√
2n)

lnn
= lim

n→∞

√
2n(x2

n − 2n)

(xn +
√
2n) lnn

=
1

2
lim
n→∞

x2
n − 2n

lnn
(1.2.10)

=
1

2
lim
n→∞

x2
n+1 − x2

n − 2
1
n

(1.2.11)

=
1

2
lim
n→∞

(
x2
n + 2 + 1

x2
n

)
− x2

n − 2

2
x2
n

=
1

4
(1.2.12)

注: 我们观察计算 limn→∞

√
2n(xn−

√
2n)

ln n
的步骤，发现有多处使用了 limn→∞

xn√
2n
的结果. 事实上，这

是一种做题技巧。

具体来说，我们要使用 Stolz 定理，尤其是递推数列算一个分式的极限的时候，我们尽可能要消去
n(不包括数列 {xn} 中的 n)，换句话说，就是统一变量。把含有 n 的式子尽量化为 an + kn 的形式，且

也不是分式，这就解释了为什么刚才我们不使用 x2
n
1
n

来计算.
另外，求解 limn→∞

xn√
2n
也很自然了. 一方面是使用有理化，把

√
2n 变为 2n 时要用到，另一方面

把 1
n
化为 2

x2
n
要用到.

把所有显含 n 的式子转化为数列后，我们可以使用递推关系式统一变量，比如均转化为 xn. 这样，
再使用海涅归结原则，我们只需求解其对应的函数极限即可.

1.3 Cauchy 收敛准则

定理 1.3.1： 数列收敛的 Cauchy 准则

数列 {an} 收敛的充要条件是：∀ε > 0, ∃N > 0, 对 ∀m,n > N，有

|am − an| < ε (1.3.1)

上述定理亦可等价为：数列 {an} 收敛的充要条件是：∀ε > 0, ∃N > 0, 对 n > N，和一切 p ∈ N+，

均有

|an+p − an| < ε (1.3.2)

题目 1.3.1. 若对任意的 p ∈ N+，都有 limn→∞ |an+p − an| = 0，那么 {an} 收敛吗？

解: {an}不一定收敛，比如取 an =
√
n，那么 0 ⩽ |an+p−an| = |

√
n+ p−

√
n| = p√

n+p+
√
n
→ 0(n → ∞)

注: 极限不一定存在的原因：题目表述和 Cauchy 收敛定理并不等价，题目是指固定一个 p 后，我们

能证明 limn→∞ |an+p − an| = 0，即找到一个 N = N(p, ε)；而 Cauchy 收敛准则则是固定了 N = N(ε)，

再选取 p，此时 N 已经和 p 无关了，因此 Cauchy 收敛准则的要求更高一些.

4
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注: 将 limn→∞ |an+p − an| = 0 改为 |an+p − an| ⇒ 0，即对于 n → ∞ 时，关于 p 一致收敛. 则可得
到 {an} 收敛.

定义 1.3.1： 函数极限的定义

设函数 f(x) 在点 x0 的某个去心邻域 Uo(x0) 有定义，如果满足：

lim
x→x0

f(x) = f(x0) (1.3.3)

则称函数 f(x) 在点 x = x0 处连续.

定理 1.3.2： 函数极限存在的柯西收敛准则

函数 f(x) 在点 x0 的某个去心邻域 Uo(x0, δ
′) 有定义，我们说它在 x = x0 处收敛，如果对于

ε > 0, ∃0 < δ < δ′，使得 ∀x′, x′′ ∈ Uo(x0, δ)，有

|f(x′)− f(x′′)| < ε (1.3.4)

1.4 一致连续

定义 1.4.1： 一致连续

对于定义在区间 I 上的函数 f(x)，若对 ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0，使得任意 x′, x′′ ∈ I，只要 |x′−x′′| < δ，

就有

|f(x′)− f(x′′)| < ε (1.4.1)

注: 从直观上来看，柯西收敛准则和一致连续的定义很相似。它们主要的区别是，柯西收敛准则只考
虑了 x0 那一点的性质，而一致连续则考虑了全局的性质.

定理 1.4.1

闭区间上的连续函数一致连续.

定理 1.4.2： 一致连续的可加性

设函数 f(x)分别在区间 [a, b]和 [b, c](a < b < c)一致连续，则 f 在 [a, c]上一致连续. 且当 c = +∞
或 a = −∞ 也成立 (相应区间括号要进行修改).

题目 1.4.1. 若 n ⩾ 2, n ∈ N+, 证明:
(1) 函数 f(x) = x1/n 在 [0,+∞) 一致连续；

5
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(2) 函数 g(x) = xn 在 [0,+∞) 不一致连续.

证明. 首先，我们有

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1) (1.4.2)

(1) ∀ε > 0,∃δ = ε，对任意 x1 ⩾ q1, x2 ⩾ q1，当 |x1 − x2| < δ 时，有：

|f(x1)− f(x2)| =
∣∣∣x 1

n
1 − x

1
n
2

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ x1 − x2

x
n−1
n

1 + x
n−2
n

1 x2 + · · ·+ x
n−2
n

2 x1 + x
n−1
n

2

∣∣∣∣∣ (1.4.3)

⩽ 1

n
|x1 − x2| < ε (1.4.4)

这说明 f(x) 在 [1,+∞) 一致连续，又由于 f 在 [0, 1] 连续，故一致连续，因此函数 f(x) = x1/n 在

[0,+∞) 一致连续.
(2) 取 ε0 =

1
2
,∀0 < δ < 1

2
, 存在 x1 =

1
δ2

> 1, x2 =
δ
2
+ 1

δ2
> 1，即使 |x1 − x2| < δ，有：

|g(x1)− g(x2)| = |xn
1 − xn

2 | = |x1 − x2|(xn−1
1 + xn−2

1 x2 + · · ·+ x1x
n−2
2 + xn−1

2 ) >
δ

2
· n

δ2
> n > ε

(1.4.5)

故函数 g(x) = xn 在 [0,+∞) 不一致连续.

注: 问题 (2)当然也可取 xm = m+ 1
m
, ym = m，即使 limm→∞(xm−ym) = 0,但 |xn

m−ynm| > 1
m
·mn > ε.

定义 1.4.2： Lipschitz 连续

对于定义在区间 I 上的实值函数 f(x)，如果 ∀x1, x2 ∈ I, ∃L > 0 使得：

|f(x1)− f(x2)| < L|x1 − x2| (1.4.6)

则称 f(x) 在区间 I 上满足 Lipschitz 连续.

题目 1.4.2. 证明 Lipschitz 连续的函数一致连续.

证明. Lipschitz连续比一致连续条件要强，我们只需书写 Lipschitz连续的定义，并限制 |x1−x2| < δ =
ε
L
，那么有：

|f(x1)− f(x2)| < L|x1 − x2| < L · ε
L

= ε (1.4.7)

得证.
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1.5 压缩映射定理

定理 1.5.1： 压缩映射 1

设 {an} 为一数列，a ∈ R, r ∈ (0, 1)，若从某项开始，有：

|an − a| ⩽ r|an−1 − a| (1.5.1)

则数列 {an} 收敛，且以 a 为极限.

证明. 假设从 N ∈ N > 0 开始，有 |an − a| ⩽ r|an−1 − a|，那么：

0 ⩽ |an − a| ⩽ r|an−1 − a| ⩽ r2|an−2 − a| ⩽ · · · ⩽ rn−N |aN − a| → 0(n → ∞) (1.5.2)

得证.

定理 1.5.2： 压缩映射 2

设 {an} 为一数列，r ∈ (0, 1)，若从某项开始，有：

|an+1 − an| ⩽ r|an − an−1| (1.5.3)

则数列 {an} 收敛.

证明. 首先，类似地假设从 N ∈ N > 0 开始，有 |an+1 − an| ⩽ r|an − an−1|，那么 ∀n > N, p ∈ N+，我

们有：

|an+1 − an| ⩽ r|an − an−1| ⩽ · · · ⩽ rn−N |aN+1 − aN | (1.5.4)

以及三角不等式，得到：

|an+p − an| = |an+p − an+p−1 + an+p−1 − an+p−2 + · · ·+ an+1 − an| (1.5.5)

⩽ |an+p − an+p−1|+ |an+p−1 − an+p−2|+ · · ·+ |an+1 − an| (1.5.6)

⩽
(
rn−N+p+1 + rn−N+p + · · ·+ rn−N

)
|aN+1 − aN | (1.5.7)

=
rn−N (1− rp+2)

1− r
|aN+1 − aN | (1.5.8)

<
rn−N

1− r
|aN+1 − aN | → 0(n → ∞) (1.5.9)

得证.
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定理 1.5.3： 压缩映射 3

设 {an} 为一数列，y = f(x) 为定义在区间 I 的可微函数，xn ∈ I 且 xn+1 = f(xn). 若存在
r ∈ (0, 1)，使得：

|f ′(x)| ⩽ r < 1 , (x ∈ I) (1.5.10)

则数列 {an} 收敛，且以 f(x) = x（其所有的解称之为不动点）的某个解为极限.

证明. 显然 |xn+1 − xn| = |f(xn)− f(xn−1)| = |f ′(ξ)| · |xn − xn−1| ⩽ r|xn − xn−1|. 然后使用压缩映射 1
定理即得 {xn} 极限存在.
另外，对 xn+1 = f(xn) 两边同时取极限，得 f(x) = x，得证.

注: 当压缩常数 r = 1 时，上面三个定理一般都不成立，一个易见的例子是，取 f(x) = x, xn = n.

题目 1.5.1. 设函数 f : [a, b] → [a, b] , |f ′(x)| < 1 , xn+1 = f(xn) , x1 ∈ [a, b]，证明数列 {xn} 极限
存在，且不依赖于 x1.

[分析]: 我们发现此时压缩常数为 1，无法使用压缩映射了. 而且 |f ′(x)| 不一定有连续性，所以不一定
有最大值，因此我们需要想办法找到一个连续的函数 H(x)，使得 maxx∈[a,b] |H(x)| < 1 恒成立.

证明. 令 g(x) = f(x)− x，则 g(a) ⩾ 0, g(b) ⩽ 0，则 ∃x0 ∈ [a, b], s.t. f(x0) = x0. 下面我们证明 {xn}
以 x0 为极限. 取

|H(x)| =


∣∣∣ f(x)−f(x0)

x−x0

∣∣∣ = |f ′(ξ)| < 1 , x ∈ [a, b]\{x0}

|f ′(x0)| , x = x0

(1.5.11)

易知 |H(x)| 在 [a, b] 上连续，且 |H(x)| < 1，那么取 r = maxx∈[a,b] H(x) < 1，因此：

|xn+1 − x0| = |f(xn)− f(x0)| ⩽ r|xn − x0| (1.5.12)

注意上述不等式是使用 |H(x)| 的性质推出的，而不是 Lagrange 中值定理.

题目 1.5.2. 设函数 f : [a, b] → [a, b]，且满足 L = 1 的 Lipschitz 连续，若：

x1 ∈ [a, b] , xn+1 =
1

2
[xn + f(xn)] (1.5.13)

证明数列 {xn} 极限存在.

证明. 首先，我们有 a ⩽ xn ⩽ b，以及：

x− y ⩽ f(x)− f(y) ⩽ y − x , y ⩾ x (1.5.14)

8
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令 g(x) = 1
2
[xn + f(xn)]，对 ∀y ⩾ x，有：

g(y)− g(x) =
y − x− [f(x)− f(y)]

2
⩾ 0 (1.5.15)

故 g(x) 单调递增. 由 xn+1 = g(xn)，不妨设 x2 ⩾ x1，则 x3 = g(x2) ⩾ g(x1) = x2，一直递推下去可知

xn+1 ⩾ xn；若 x2 ⩽ x1，则 x3 = g(x2) ⩽ g(x1) = x2，一直递推下去可知 xn+1 ⩽ xn.
因此 {xn} 单调有界必收敛.

1.6 杂题

题目 1.6.1. 求解下列问题：

(1)

lim
n→∞

nk

en
, k ∈ R

(2)

lim
n→∞

⌊nα⌋
n

, α ∈ R

(3)
lim
n→∞

1! + 2! + · · ·+ n!

n!

(4)a1 = β > 0, an+1 =
√
β + an，判断 limn→∞ an 是否存在，并给出理由和极限值 (如极限存在).

解: (1)k ⩽ 0 易证，当 k > 0 时，

法一：事实上，由泰勒展开，取 m = ⌊k⌋+ 2 易得 en > nm

m!
，那么：

0 <
nk

en
⩽ m!

nm−k
<

M

n
→ 0(n → ∞) (1.6.1)

法二：我们还能使用洛必达法则：

lim
n→∞

nk

en
=
(

lim
n→∞

n

en/k

)k
=

(
lim
n→∞

k

en/k

)k

= 0 (1.6.2)

综上，我们知 limn→∞
nk

en
= 0.

(2) 由 nα− 1 ⩽ ⌊nα⌋ ⩽ nα，可知：

α− 1

n
⩽ ⌊nα⌋

n
⩽ α (1.6.3)

故 limn→∞
⌊nα⌋
n

= α.

9
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(3) 使用 Stolz 定理即可.

lim
n→∞

1! + 2! + · · ·+ n!

n!
= lim

n→∞

(n+ 1)!

n · n!
= lim

n→∞

n+ 1

n
= 1 (1.6.4)

(4) 取 a = 1+
√
1+4β
2

> 1，且满足 a2 = a+ β，则：

|an+1 − a| =
∣∣∣√β + an − a

∣∣∣ = ∣∣∣√β + an −
√

a+ β
∣∣∣ = |an − a|√

β + an +
√
a+ β

(1.6.5)

记 C =
√
β + an +

√
a+ β, 则 C >

√
a+ β >

√
1 + β > 1，故 |an+1 − a| < 1

C
|an − a|.

由压缩映射原理，知 {an} 收敛，且 limn→∞ an = a.

1.7 压缩映射-进阶

推论 1.7.1： 二阶线性递推数列压缩映射

对于任意的数列 {an}，以及一个确定的实数 a ，如果满足

|an − a| ⩽ p|an−1 − a|+ q|an−2 − a| (1.7.1)

其中 p, q > 0 ∧ p+ q < 1. 那么我们有 limn→∞ an = a.

证明. 假设

|an − a|+ λ|an−1 − a| ⩽ k(|an−1 − a|+ λ|an−2 − a|) (1.7.2)

得到方程组: kλ = q

k − λ = p
(1.7.3)

随便取一对解即可，这里取 k =

√
p2+4q+p

2
, λ =

√
p2+4q−p

2
.

于是如此迭代，便得到:

|an − a|+ λ|an−1 − a| ⩽ k(|an−1 − a|+ λ|an−2 − a|) (1.7.4)

⩽ k2(|an−2 − a|+ λ|an−3 − a|) (1.7.5)

⩽ · · · (1.7.6)

⩽ kn−1(|a1 − a|+ λ|a0 − a|) (1.7.7)

下面我们证明 k < 1，也即√
p2 + 4q + p

2
< 1 ⇔

√
p2 + 4q < 2− p ⇔ p2 + 4q < 4− 4p+ p2 ⇔ p+ q < 1 (1.7.8)
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设于是令 n → ∞，我们有

lim
n→∞

(|an − a|+ λ|an−1 − a|) = 0 (1.7.9)

由于

0 ⩽ |an − a| ⩽ |an − a|+ λ|an−1 − a| (1.7.10)

0 ⩽ |an−1 − a| ⩽ 1

λ
|an − a|+ |an−1 − a| (1.7.11)

因此我们可以知道 limn→∞ |an − a| = 0 .
从上述推导过程中可以看到，其实也可以允许 p, q 小于 0 的，但是要增加条件. 即一方面求根公式

时，根式下方的东西要大于等于 0，即 p2 + 4q ⩾ q0，另一方面 p < 2，且 q ̸= 0。

推论 1.7.2： 高阶线性递推数列压缩映射

对于任意的数列 {an}，以及一个确定的实数 a ，如果从某项开始，满足

|an − a| ⩽
m∑
i=1

pi|an−i − a| (1.7.12)

其中
∑m

i=1 pi < 1, pi > 0. 那么我们有 limn→∞ an = a.

使用连续函数的介值性解特征方程即可.
证明详见：https://zhuanlan.zhihu.com/p/1961736760292796066.

题目 1.7.1. 设 x0 ∈
(
1, 3

2

)
, x1 = x2

0, xn+1 =
√
xn + xn−1

2
，求证数列 {xn} 收敛并求极限值.

解: 归纳易知 1 < xn ⩽ 4 假设 {xn} 极限存在为 x ⩾ 1，则 x =
√
x+ x

2
，x = 0(舍去) 或 x = 4.

由于：

|xn+1 − x| =
∣∣∣√xn +

xn−1

2
−
√
x− x

2

∣∣∣ ⩽ |
√
xn −

√
x|+ 1

2
|xn−1 − x| (1.7.13)

=
|xn − x|

√
xn +

√
x
+

1

2
|xn−1 − x| (1.7.14)

<
1

3
|xn − x|+ 1

2
|xn−1 − x| (1.7.15)

故 limn→∞ xn = x = 2.

1.8 关于不动点的再讨论

对于压缩映射-3 中定义的 xn+1 = f(xn). 如果我们能够得到 f(x) 的单调性，那么我们能否得到数

列 {xn} 的单调性呢？答案是肯定的！下面我们具体分析一下：

11
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如果 f ′(x) ⩾ 0，即 f(x) 单调递增，那么假设 x2 ⩾ x1，则有 x3 = f(x2) ⩾ f(x1) = x2，以此类推，

可得到 xn+1 ⩾ xn；若 x2 ⩽ x1，则 x3 = f(x2) ⩽ f(x1) = x2，以此类推，可得到 xn+1 ⩽ xn. 即如果已
经知道 f(x) 单调递增，那么数列 {xn} 的单调性之与前两项 x1 和 x2 的大小有关了.

如果 f ′(x) ⩽ 0，即 f(x)单调递减，那么假设 x2 ⩾ x1，则有 x3 = f(x2) ⩽ f(x1) = x2，x4 = f(x3) ⩾
f(x2) = x3，以此类推，可知 x2n ⩾ x2n−1，x2n+1 ⩽ x2n. 若 x2 ⩽ x1，则 x3 = f(x2) ⩾ f(x1) = x2，

x4 = f(x3) ⩽ f(x2) = x3� 以此类推，可知 x2n ⩽ x2n−1，x2n+1 ⩾ qx2n.
更进一步，如果我们知道了 x1 和 x3 之间的大小关系，假设 x1 ⩽ x3，那么 x4 = f(x3) ⩽ f(x1) =

x2，x5 = f(x4) ⩾ f(x2) = x3，不难发现 {x2n} 单调递减，{x2n+1} 单调递增. 若 x1 ⩾ qx3，那么

x4 = f(x3) ⩾ qf(x1) = x2，x5 = f(x4) ⩽ f(x2) = x3，不难发现 {x2n} 单调递增，{x2n+1} 单调递减.
事实上，由于 f(x)单调递减，那么 F (x) = f(f(x))单调递增，那么 F (xn) = f(f(xn)) = f(xn+1) =

xn+2，使用刚才的结论可知数列 {x2n} 和 {x2n+1} 的单调性和 x1 与 x3 的大小有关.
因此我们有以下推论：

推论 1.8.1

设 a为 f 的不动点，f 在 x = a点连续，在 U(a, r)中严格单调递增，且在 (a− r, a)上有 f(x) > x，

在 (a, a + r) 上有 f(x) < x，证明：若 an+1 = f(an)，且 a1 ∈ Uo(a, r)，则 {an} 严格单调，且
limn→∞ an = a.

证明. 首先，x = a 为 f 在 U(a, r) 上的唯一不动点，设 a1 ∈ (a− r, a)，则 a2 = f(a1) < f(a) = a，故

a1, a2 ∈ (a− r, a)，则 a2 = f(a1) > a1，即 a1 < a2 < a. 以此类推可知 an < a，且 {an} 单调递增并有
上界，且极限为 a(因为唯一不动点).

同理，设 a1 ∈ (a, a + r)，则 a2 = f(a1) > f(a) = a，故 a1, a2 ∈ (a, a + r)，则 a2 = f(a1) < a1，

即 a < a2 < a1. 以此类推可知 an > a，且 {an} 单调递减并有下界，且极限为 a.

题目 1.8.1. 设 x1 = b, xn+1 =
1
2
(x2

n + 1). 问：b 取何值时数列 {xn} 收敛？并求极限值.

解: 首先解 x = 1
2
(x2+1)，得 x = 1，因此数列 {xn}如果收敛，只能以 1为极限. 令 f = 1

2
(x2+1),f ′(x) =

x，故 f 在 x < 0 单调递减，在 x ⩾ 0 单调递增. 在 (0, 1)，有 f(x) < 1，在 (1,+∞)，有 f(x) > 1.
又由于 x1 = b 和 x1 = −b 对极限没有影响，因此可以假定 b ⩾ 0，最后再对称区间即可，那么

xn ⩾ 0.
当 0 ⩽ b ⩽ 1 时，1 ⩾ qx2 =

b2+1
2

⩾ qb = x1，1 ⩾ qx3 = f(x2) ⩾ qf(x1) = x2，归纳可知 {xn} 单调
递增有上界，故收敛，且以 1 为极限.
当 b > 1 时，xn > 1，但 x2 =

b2+1
2

> b = x1，以此递推，仍能得到 {xn} 单调递增，但 xn > 1，故

{xn} 不会以 1 为极限，那么 {xn} 发散.
因此 −1 ⩽ b ⩽ 1 时，数列 {xn} 收敛，且极限值为 1，其余情况发散.

1.9 函数形式的 Stolz 定理

除了数列，其实函数也有 Stolz 定理，不过不经常使用. 因此放到最后供查阅和有能力的同学学习.
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定理 1.9.1： Stolz 定理的函数形式

•
( ∗
∞

)
若 T > 0 为常数，且满足：

1. g(x+ T ) > g(x) , ∀x ⩾ a;

2. g(x) → +∞(x → +∞)，且 f, g 在 [a,+∞) 内闭有界;

3. lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= l，则 limx→+∞

f(x)
g(x)

= l.

•
(
0
0

)
若 T > 0 为常数，且满足：

1. 0 < g(x+ T ) < g(x) , ∀x ⩾ a;

2. lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0;

3. lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= l，则 limx→+∞

f(x)
g(x)

= l.

由上述定理，我们可以推出 Cauchy 定理：

定理 1.9.2： Cauchy 定理

若 f 在 (a,+∞) 内有定义, 且内闭有界，则

1. lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
[f(x+ 1)− f(x)];

2. lim
x→+∞

[f(x)]
1
x = lim

x→+∞

f(x+ 1)

f(x)
(f(x) ⩾ c > 0)，当右边极限存在时成立.

证明. 1. 取 g(x) = x，T = 1，则满足：

• g(x+ 1) > g(x) , ∀x ⩾ a;

• g(x) → +∞(x → +∞)，且 f, g 在 [a,+∞) 内闭有界;

• lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= lim

x→+∞
[f(x+ 1)− f(x)].

因此我们有 lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
[f(x+ 1)− f(x)].

2. 首先，limx→+∞[f(x)]
1
x = elimx→+∞

ln(f(x))
x . 又由于 f(x) > 0，且满足函数的 Stolz 定理，可得：

elimx→+∞
ln(f(x))

x = elimx→+∞
ln(f(x+1))−ln(f(x))

x+1−x = lim
x→+∞

f(x+ 1)

f(x)
(1.9.1)
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第 2 章 实数的完备性

直观上，实数完备性意味着实数轴上没有“间隙”（以理查德·戴德金的说法）。这是实数区别于

有理数的特点，有理数在数轴上是有间隙的，即无理数。在十进制计数法下，实数的完备性等价于：实

数与一个十进制小数表示一一对应。一般情况下我们认为实数的完备性主要有 8 个定理 (当然也有人说
10 个，参见https://zhuanlan.zhihu.com/p/48859870)，其中 6 个最为重要 (和书上一致)，下面我将
叙述 8 个定理的版本，并将所有定理一一罗列出来：

2.1 实数完备性定理

定义 2.1.1： Dedekind 分割

将实数集 R 分为两个子集 S 和 T，且满足：

(1)S ̸= ∅ ∧ T ̸= ∅;
(2)R = S ∪ T ;
(3)∀x ∈ S, ∀y ∈ T，总有 x < y，其中 S 称为左集，T 称为右集.
由上述定义得到的对实数集 R 的一个分割称为 Dedekind 分割，记作 (S, T ).

定理 2.1.1： Dedekind 定理

实数集 R 的任一 Dedekind 分割 (S, T )，都唯一地确定一个实数 (称为中介数或中介点)，它或者是
S 的最大数 (此时 T 中无最小数)，或者是 T 的最小数 (此时 S 中无最大数).

定理 2.1.2： 确界原理

对于非空数集 S，如果它有上界，则必有上确界；如果它有下界，则必有下确界.

定理 2.1.3： 致密性定理

有界数列必有收敛子列.

定理 2.1.4： 单调有界定理

单调（从某项开始单调即可）且有界（递增只需有上界；递减只需有下界）的数列必收敛.

定理 2.1.5： Cauchy 收敛准则

数列 {an} 收敛的充要条件是：∀ε > 0, ∃N > 0, 对 ∀m,n > N，有 |am − an| < ε.
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定理 2.1.6： 闭区间套定理

设闭区间列 {[an, bn]} 满足：
(1)[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn];
(2)limn→∞(bn − an) = 0.
那么在 R 中唯一地存在一点 ξ，使得

an ⩽ ξ ⩽ bn , lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = ξ (2.1.1)

定义 2.1.2： 聚点（极限点）- 1

设 S 为数轴的点集，ξ 为某一确定的点. 如果 ξ 的任何邻域都含有 S 的无穷多个点，则称 ξ 为 S

的一个聚点.

定义 2.1.3： 聚点（极限点）- 2

对于点集 S，若点 ξ 的任何 ε 邻域都含有 S 中异于 ξ 的点，即 Uo(ξ, ε) ∩ S ̸= ∅，则称 ξ 为 S 的

一个聚点.

定义 2.1.4： 聚点（极限点）- 3

若存在各项互异的收敛数列 {xn} ⊂ S，则其极限 limn→∞ xn = ξ 称为 S 的一个聚点.

定理 2.1.7： Weierstrass 聚点定理

Rn 中任何有界无穷点集至少有一个聚点.

定义 2.1.5： 开覆盖

对于一个数集 S，以及由一些互不相等（可有非空交集）的开区间（不为无穷区间）组成的点集

H =
n⋃

k=1

Si (2.1.2)

若满足 S ⊂ H，则称 H 为 S 的一个开覆盖. 当 n 为有限数时，称为有限开覆盖，n = ∞ 时称为
无限开覆盖.

定理 2.1.8： Heine-Borel 有限覆盖定理

闭区间 [a, b] 的任意开覆盖都有有限子覆盖。

一般情况下，证明有限覆盖定理需要使用反证法，而从有限覆盖定理证明其它定理则需要根据一些

性质构造开覆盖. 而使用闭区间套定理证明某些性质时，往往采用二分法分割区间.

15
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2.2 例题

题目 2.2.1. 证明对任意实数 α，均存在一个有理数列 an，使得 limn→∞ an = α.

证明. 取 an =
⌊nα⌋
n
即可.

题目 2.2.2. 证明有理数集 Q 是不完备的.

证明. 同上题，如果我们取 α = π，虽然 an趋向于 π，但在 Q里找不到一个数 p，使得 limn→∞ an = p.

由于实数完备性等价定理较多，难度较大，因此不可能把所有的用法和证明详细写出来. 下面，我
仅列举一些重要的题目，以示实数完备性定理的应用：

题目 2.2.3. 用闭区间套定理证明零点定理.

[分析]: 零点定理，指的是连续函数 f(x) 如果在闭区间 [a, b] 的端点处取值异号，那么 f 在区间内至

少含有一个零点. 因此，我们想办法找到某一点，使得 f2(ξ) ⩽ 0，那么就能得到 f(ξ) = 0.

证明. 设 f ∈ C[a, b], f(a)f(b) < 0，那么我们取 a1 = a, b1 = b, I1 = [a1, b1]，为第一个闭区间. 取
c1 = a1+b2

2
，若 f(c1) = 0，则已经得证，否则可以在 f(a)f(c1) 和 f(c1)f(b) 中找到一个小于 0 的表达

式，不妨设 f(a)f(c1) < 0，取 a2 = a1, b2 = c1, I1 = [a2, b2]，依次类推. 如果找不到一个 f(ci) = 0，那

么我们可以得到一个闭区间列 {[an, bn]} 满足：
(1)[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn];
(2)limn→∞(bn − an) = limn→∞

b−a
2n−1 = 0;

(3)f(an)f(bn) < 0.
那么由闭区间套定理知，唯一存在一个点 ξ，使得 limn→∞ an = limn→∞ bn = ξ.
于是

f2(ξ) = lim
n→∞

f(an)f(bn) ⩽ 0 (2.2.1)

也即 f(ξ) = 0.

题目 2.2.4. 用闭区间套定理证明聚点定理.

证明. 由于 S 为有界点集，那么存在 M > 0，使得 S ⊂ [−M,M ]. 记 a1 = −M, b1 = M . 仿照上题取
ci =

ai+bi
2

. 那么 [a1, c] 和 [c, b1] 中至少有一个含有 S 中无穷个点，可记为 [a2, b2]. 同理，一直这样取
下去，我们可以得到一列闭区间 [an, bn]，满足：

(1)[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn];
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(2)limn→∞(bn − an) = limn→∞
2M
2n−1 = 0;

这是一个闭区间套，由闭区间套定理，知存在一点 ξ，使得 limn→∞ an = limn→∞ bn = ξ. 由极限的
定义，知存在 N > 0，当 n > N 时有 [an, bn] ⊂ U(ξ, ε). 由定义知 ξ 为 S 的一个聚点.

题目 2.2.5. 用闭区间套定理证明有限覆盖定理.

解: 反证法：假设不能用 H 的有限项覆盖 [a, b]. 即 a1 = a, b1 = b，同理取 ci =
ai+bi

2
. 那么 [a1, c] 和

[c, b1] 中至少有一个不能用 H 的有限项覆盖 [a, b]，可记为 [a2, b2]. 同理，一直这样取下去，我们可以得
到一列闭区间 [an, bn]，满足：

(1)[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn];
(2)limn→∞(bn − an) = limn→∞

b−a
2n−1 = 0;

这是一个闭区间套，由闭区间套定理，知存在一点 ξ，使得 limn→∞ an = limn→∞ bn = ξ. 由于 H

是一个开覆盖，那么必存在一个区间 (α, β) ∈ H，使得 ξ ∈ (α, β). 由极限的定义，知存在 N > 0，当

n > N 时有 [an, bn] ⊂ U(ξ, ε) ⊂ (α, β). 这与 [an, bn] 的选取矛盾！故原命题成立.

题目 2.2.6. 用有限覆盖定理证明闭区间上的连续函数的有界性.

证明. 设 f(x) ∈ C[a, b]. 首先，对于闭区间上的一点 x0 ∈ [a, b]，我们有 f(x) 在 U(x0, δx0
) 是有界的

（根据极限的定义可知），记界为 Mx0
. 当 x ∈ U(x0, δx0

) ∩ [a, b] 时，有 |f(x)| ⩽ Mx0
. 令

H = {U(x0, δx0
)||f(x)| ⩽ Mx0

, x ∈ U(x0, δx0
) ∩ [a, b]} (2.2.2)

那么 H 是 [a, b] 的一个开覆盖，故存在一个有限子覆盖

H ′ = {U(xi, δxi
)|U(xi, δxi

) ∈ H, i = 1, 2, · · · , n} (2.2.3)

取 M = max{Mx1
,Mx2

, · · · ,Mxn
}，则 |f(x)| ⩽ M .

题目 2.2.7. 用致密性定理证明闭区间上的连续函数的有界性.

[分析]: 致密性定理，指的是任何有界的数列必有收敛的子列. 如果采用正面直接证明法，我们不知道
收敛数列的极限值，因此可能会遇到一些困难，故我们采用反证法.

证明. 反证法. 设 f(x) ∈ C[a, b]，但对任意 M > 0，存在 {xn} ∈ [a, b]，使得 |f(xn)| > M .
取其收敛子列 xnk

→ x0(k → ∞)，则 f(xnk
) → f(x0)(k → ∞).1

那么由连续函数的局部有界性，知 f(xnk
) 有界（否则不会收敛到 f(x0)）. 但这与 |f(xnk

)| > M 矛

盾！故原命题得证.

1由于 f 的连续性
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第 3 章 上下极限

上下极限的用处非常大，只要数列有界，那么就有上下极限，因此可以通过上下极限求极限.

3.1 定义

上下极限的定义依附于聚点的定义，因此我们先介绍一下数列的聚点的定义：

定义 3.1.1： 数列的聚点

若数 a 的任一邻域含有数列 {xn} 中的无限多项，则称数 a 为数列 {xn} 的一个聚点.
注: 这里无限多项指的是数列的项，而不是数字. 也就是说，如果 xn = 1，那么 1 就是数列的聚

点.

从聚点的定义可以看出，如果一个数列 {xn} 有极限 a，那么该极限一定是数列 {xn} 的聚点.

那我们自然会问，如果数列极限不存在呢？比如非正常极限 ∞（无界），或者是有界的数列 (−1)n

等，我们又该如何处理呢？

我们首先讨论有界的数列. 依聚点的定义，我们知 (−1)n 有两个聚点 −1 和 1，sin nπ
4
有五个聚点

−1,−
√
2
2
, 0,

√
2
2
, 1. 由于这些数列都是有界的，因此我们猜测有界的数列必有聚点，即使极限不存在. 事

实也的确如此：

定理 3.1.1： 有界数列聚点存在和最值性

对于有界数列 {xn} 至少含有一个聚点，且存在最大聚点和最小聚点.

证明. 因数列有无穷多项，因此可以使用闭区间套定理，每次二分区间，选择含有无穷多项的区间 [ak, bk]，

可得到一个闭区间套，故可知聚点存在.

下面证明最值性，对于最大聚点，只需在选择区间时，优先选择右侧的区间，如果不满足无穷多项的条

件，就取左边的区间，由此得到的为最大聚点. 若不然，还存在更大的聚点 ξ′ > ξ，则取 δ = 1
3
(ξ′−ξ) > 0，

则在 U(ξ′, δ) 中含有 {xn} 的无穷多项.1，但 n 充分大时，U(ξ′, δ) 全部落在 [an, bn] 右侧，这与优先选

取右侧区间步骤相矛盾，故 ξ 为最大区间.

对于最小聚点也同理，优先选择左侧的区间，如果不满足无穷多项的条件，就取右边的区间，由此

得到的为最小聚点.

对于最大聚点和最小聚点，我们分别称为上极限和下极限.

1依聚点的定义可知.
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定义 3.1.2： 上下极限

有界数列 {xn} 的最大聚点 L 和最小聚点 l 分别称为上极限和下极限，并记作

L = lim
n→∞

xn , l = lim
n→∞

xn (3.1.1)

因此有界数列一定有上下极限. 下面我们介绍一下上下极限的几个重要的定理，以便后续使用.

定理 3.1.2： 上下极限不等式

对于有界数列 {xn}，我们有：

lim
n→∞

xn ⩽ lim
n→∞

xn (3.1.2)

证明. 依上下极限的选取可知该定理成立.

定理 3.1.3： 数列收敛的充要条件

有界数列 {xn} 收敛的充要条件是：

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn (3.1.3)

证明. (⇒) 若 limn→∞ xn = A，则 {xn} 只有一个聚点 A2，故 limn→∞ xn = limn→∞ xn.
(⇐) 若 limn→∞ xn = limn→∞ xn = A，由上下极限的选取，可知仅能选取一个聚点 A，但又由聚点

的定义和数列收敛的定义，知 A 即为 {xn} 的极限值.

定理 3.1.4： 上下极限的保不等式

设有界数列 {an}, {bn}，且从某项起，有 an ⩽ bn，则：

lim
n→∞

an ⩽ lim
n→∞

bn , lim
n→∞

an ⩽ lim
n→∞

bn (3.1.4)

又若存在 α ⩽ β，且从某项起，有 α ⩽ an ⩽ β，则：

α ⩽ lim
n→∞

an ⩽ lim
n→∞

an ⩽ β (3.1.5)

注: 不要认为也满足 lim
n→∞

an ⩽ lim
n→∞

bn. 我们可以构造一个反例，令

an =

1 , n为奇数

0 , n为偶数
, bn =

2 , n为奇数

0.5 , n为偶数
(3.1.6)

2数列收敛的等价定义
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虽然 an ⩽ bn，但 lim
n→∞

an = 1 , lim
n→∞

bn = 0.

推论 3.1.1

对于有界数列 {an}, {bn}，我们有：

lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn ⩽ lim
n→∞

(an + bn) ⩽ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn ⩽ lim
n→∞

(an + bn) ⩽ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

(3.1.7)

现在我们处理无界数列的情况. 我们发现，如果将 +∞ 和 −∞ 看成一个点，那么它也满足聚点的
定义. 即 +∞,−∞ 可能是无界数列的聚点. 对于这样形成的上下极限，我们称之为非正常上下极限，记
法和一般的上下极限类似.

定义 3.1.3： 非正常上下极限

假设 +∞ 为数列 {an} 的上极限，−∞ 为数列 bn 的下极限，那么：

lim
n→+∞

an = +∞ , lim
n→+∞

bn = −∞ (3.1.8)

在一般的讨论中，我们一般只讨论正常的上下极限，如非特别说明，下面考虑的上下极限均为有界

数列的（正常）上下极限.

除此之外，上下极限还有另外一种定义：

定义 3.1.4： 上下极限确界定义

设 {xn} 为有界实数列，则有：

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

sup
k⩾n

{xk} = inf
n

sup
k⩾n

{xk} , lim
n→∞

xn = lim
n→∞

inf
k⩾n

{xk} = sup
n

inf
k⩾n

{xk} (3.1.9)

注: 使用上确界数列不增（递减），下确界不减（递增）的性质可证上述等式成立.

注: 由上式可以看出，数列 {xn} 的上极限，就是 {xk}, k ⩾ n 的上确界的极限（上确界的下确界）；

数列 {xn} 的下极限，就是 {xk}, k ⩾ n 的下确界的极限（下确界的上确界）.

3.2 Stolz 定理下极限形式

除了极限形式的 Stolz 定理，也存在上下极限形式的 Stolz 定理.
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定理 3.2.1： 上下极限形式的 Stolz 定理

设数列 {xn}, {yn}. 若 {yn} 严格单调递增趋于 +∞，则有：

lim
n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
⩽ lim

n→∞

xn

yn
⩽ lim

n→∞

xn

yn
⩽ lim

n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
(3.2.1)

证明. 只需证明第一个不等式和第三个不等式即可. 下面仅证第三个不等式：

设 limn→∞
xn+1−xn

yn+1−yn
= M，则存在 N, ε = ε(n) → 0(n → ∞)，当 n ⩾ N 时，有

xn+1 − xn

yn+1 − yn
⩽ M + ε ⇔ xn+1 − xn ⩽ (yn+1 − yn)(M + ε) (注意yn严格单调) (3.2.2)

那么

n∑
k=N

(xn+1 − xn) ⩽
n∑

k=N

(yn+1 − yn)(M + ε) ⇔ xn+1 − xN ⩽ (yn+1 − yN )(M + ε) (3.2.3)

因此

xn+1

yn+1

⩽
(
1− yN

yn+1

)
(M + ε) +

yN
yn+1

⩽ M + kε (3.2.4)

两边同时取上极限，且由 ε 的任意性，得 limn→∞
xn

yn
⩽ M = limn→∞

xn+1−xn

yn+1−yn
.

注: 也可以这样理解，如取 ε = 1
n
，则

lim
n→∞

xn+1

yn+1

⩽ lim
n→∞

(
M +

k

n

)
= M = lim

n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
(3.2.5)

3.3 上下极限的一些例题

上下极限虽然方便和实用，但是很容易出错，首先由前面几个定理和推论可以看出，整体的上（下）

极限，并不等于分开的式子取上（下）极限之后再求和. 另外，我们再给出几个等式，并在下面给出一
些上下极限的例题.
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推论 3.3.1： 上下极限等式

设 {xn} 为有界数列，则

• 加负号反转上下极限: lim
n→∞

xn = − lim
n→∞

(−xn) , lim
n→∞

xn = − lim
n→∞

(−xn);

• 若 {yn} 收敛，则 lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn;

• 当 xn ⩾ 0 时，有
(

lim
n→∞

xn

)2
= lim

n→∞
x2
n;

• 若 f(x) 严格单调递增且 f(xn) > 0, lim
n→∞

f(xn) > 0 恒成立，那么

lim
n→∞

1

f(xn)
=

1

lim
n→∞

f(xn)
, lim

n→∞

1

f(xn)
=

1

lim
n→∞

f(xn)
(3.3.1)

一个特殊的例子就是取 f(x) = x, xn > 0, lim
n→∞

xn > 0，我们得到：

lim
n→∞

1

xn

=
1

lim
n→∞

xn

, lim
n→∞

1

xn

=
1

lim
n→∞

xn

(3.3.2)

• 若 f(x) 严格单调递增且连续，那么

lim
n→∞

f(xn) = f
(

lim
n→∞

xn

)
, lim

n→∞
f(xn) = f

(
lim
n→∞

xn

)
(3.3.3)

特别地，若 f(x) ∈ C(a, b] 但在左端点不一点连续，xn ∈ (a, b]，若满足 limn→∞ xn > a，则

lim
n→∞

f(xn) = f
(

lim
n→∞

xn

)
(3.3.4)

若满足 limn→∞ xn > a，则

lim
n→∞

f(xn) = f
(

lim
n→∞

xn

)
, lim

n→∞
f(xn) = f

(
lim
n→∞

xn

)
(3.3.5)

• 若 f(x) 严格单调递减且连续，那么

lim
n→∞

f(xn) = f

(
lim
n→∞

xn

)
, lim

n→∞
f(xn) = f

(
lim
n→∞

xn

)
(3.3.6)

特别地，若 f(x) ∈ C(a, b] 但在左端点不一点连续，xn ∈ (a, b]，以及 limn→∞ xn > a，那么我

们仍有

lim
n→∞

f(xn) = f

(
lim
n→∞

xn

)
, lim

n→∞
f(xn) = f

(
lim
n→∞

xn

)
(3.3.7)

注: 设 {xn} 为区间 I 上的有界数列，函数 f 在 I 上连续. 对于一般的极限，只要函数连续，即可和
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极限交换顺序. 但对于上下极限，即使函数连续，上下极限也不能随便和函数交换顺序，即

lim
n→∞

f(xn) ̸= f( lim
n→∞

xn) , lim
n→∞

f(xn) ̸= f( lim
n→∞

xn) (3.3.8)

当函数严格单调连续且有界（闭区间连续则显然有界）时可以交换顺序. 单调递增符号不变，单调递减
上下极限符号反转.

题目 3.3.1. xn > 0, yn > 0 且均有上界，试证明：

lim
n→∞

(xnyn) ⩽ lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn (3.3.9)

当 {xn} 或 {yn} 的极限存在时取等.

[分析]: 直接证明两项相乘的式子似乎不太好证明，我们可以尝试将乘法变为加法，然后使用我们已知
的加法的结论去证明. 本题主要考虑使用对数函数，将乘法变为加法再进行证明.

证明. 1o 当某个数列上极限为 0 时，不妨设 limn→∞ xn = 0，由于 0 ⩽ lx ⩽ Lx = 0，故 limn→∞ xn = 0.
又 0 < xnyn < M · xn (M > 0)，则

lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

(xnyn) = 0 = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn (3.3.10)

2o 当两个数列上极限均不为 0 时，那么我们有：

ln
(

lim
n→∞

(xnyn)
)
= lim

n→∞
ln(xnyn) = lim

n→∞
(lnxn + ln yn) (3.3.11)

⩽ lim
n→∞

lnxn + lim
n→∞

ln yn = ln lim
n→∞

xn + ln lim
n→∞

yn (3.3.12)

= ln
(

lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn

)
(3.3.13)

这说明

lim
n→∞

(xnyn) ⩽ lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn (3.3.14)

当且仅当 lnxn 或 ln yn 极限存在时取等，也即 xn 或 yn 极限存在且大于 0.
证毕.

题目 3.3.2. 设 x1 > 0, xn+1 = 1 + 1
xn
，求 limn→∞ xn.

解: 首先，易见 1 ⩽ xn ⩽ 2 (n ⩾ 3). 设 L, l 分别为 {xn} 的上极限和下极限，则

L = 1 +
1

l
, l = 1 +

1

L
(3.3.15)

可知 L = l，则 {xn} 收敛，设收敛到 x，则 x = 1 + 1
x
，得 x = 1+

√
5

2
.
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题目 3.3.3. 有界数列 {an} 满足 limn→∞(a2n + 2an) = 0，求 limn→∞ an.

解: 首先 limn→∞ a2n ⩽ limn→∞ an , limn→∞ a2n ⩾ limn→∞ an.
设 |an| 的上下极限分别为 L, l，那么：

0 = lim
n→∞

|2an + a2n| ⩾ lim
n→∞

(|2an| − |a2n|) ⩾ lim
n→∞

|2an|+ lim
n→∞

(−|a2n|) (3.3.16)

= lim
n→∞

|2an| − lim
n→∞

(|a2n|) (3.3.17)

= lim
n→∞

|an|+
(

lim
n→∞

|an| − lim
n→∞

(|a2n|)
)

(3.3.18)

⩾ L (3.3.19)

但 L ⩾ 0，因此只能 L = l = 0，故 limn→∞ an = 0.

题目 3.3.4. 设 x0 ∈
(
1, 3

2

)
, x1 = x2

0, xn+1 =
√
xn + xn−1

2
，求证数列 {xn} 收敛并求极限值.

解: 归纳易知 1 < xn ⩽ 4. 那么：

L ⩽
√
L+

L

2
, l ⩾

√
l +

l

2
(3.3.20)

则 L = l = 4，故 limn→∞ xn = 4.
我们之前提到过：

对于任意的数列 {an}，以及一个确定的实数 a ，如果从某项开始，满足

|an − a| ⩽
m∑
i=1

pi|an−i − a| (3.3.21)

其中
∑m

i=1 pi < 1, pi > 0. 那么我们有 limn→∞ an = a.

[分析]: 我们考虑 |an − a| 这个数列，如果想要使用上下极限证明，那么一定要先证明该数列有界，然
后注意上下极限的不等式，进而推得结论.
我们现在使用上下极限证明一下：

证明. 首先，我们假设从 n > N 开始，满足

|an − a| ⩽
m∑
i=1

pi|an−i − a|

取 M = max{|a1 − a|, |a2 − a|, · · · , |aN − a|}，那么 |ai − a| ⩽ M(i = 1, 2 · · · , N).
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使用第二数学归纳法，假设 |ak − a| ⩽ M，那么

|ak+1 − a| ⩽
m∑
i=1

pi|ak−i − a| ⩽
m∑
i=1

piM < M (3.3.22)

故有 |an − a| 有界. 设其上下极限分别为 L, l，则：

L ⩽
m∑
i=1

piL ⇔

(
1−

m∑
i=1

pi

)
L ⩽ 0 (3.3.23)

因此 L = 0, 0 ⩽ l ⩽ L = 0，故 L = l = 0，因此有 limn→∞ an = a.

题目 3.3.5. 设 a1 = a > 0, a2 = b > 0, an+2 = 2 + 1
a2
n+1

+ 1
a2
n
(n = 1, 2, · · · )，证明 {an} 收敛.

证明. 易证 2 ⩽ an ⩽ 5
2
(n ≥ 3). 设 x = 2 + 1

x2 + 1
x2，即 f(x) = x3 − 2x2 − 2 = 0，限制 x ∈

[
2, 5

2

]
.

又 f ′(x) = 3x2−4x = x(3x−4) > 0，故单调，且 f(2)f
(
5
2

)
< 0，即存在唯一 x0 ∈

(
2, 5

2

)
, s.t.f(x0) = 0，

即 x0 = 2 + 1
x2
0
+ 1

x2
0
.

那么

|an+2 − x0| =
∣∣∣∣2 + 1

a2n+1

+
1

a2n
− 2− 1

x2
0

− 1

x2
0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

a2n+1

− 1

x2
0

+
1

a2n
− 1

x2
0

∣∣∣∣ (3.3.24)

⩽
∣∣∣∣(an+1 − x0)(an+1 + x0)

x2
0a

2
n+1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(an − x0)(an + x0)

x2
0a

2
n

∣∣∣∣ (3.3.25)

⩽ 5

16
|an+1 − x0|+

5

16
|an − x0| (3.3.26)

设 L, l 分别为 bn = |an − x0| 的上下极限，则

0 ⩽ l ⩽ L ⩽ 5

16
L+

5

16
L =

5

8
L (3.3.27)

故 L = l = 0，因此 limn→∞ an = x0.

题目 3.3.6. 设 x0, y0 ∈ R，对于 n ⩾ 0，定义：
xn+1 =

1

x2
n + xnyn + 2y2n + 1

yn+1 =
1

2x2
n + xnyn + y2n + 1

证明：

(1) limn→∞(xn − yn) = 0;
(2) 数列 {xn} 收敛.

[分析]: 第一问我们考虑压缩映射. 因为 {xn} 和 {yn} 结构相似，我们猜测 xn − yn 的极限为 0. 对于
第二问，我提供了多种不同方向的思路，主要工具就是上下极限.
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证明. (1)

首先，x2 + xy + y2 =
(
x+ y

2

)2
+ 3

4
y2 ⩾ 0. 那么 xn, yn ∈ [0, 1] (∀n ⩾ 1). 当 n ⩾ 1 时，有：

|xn+1 − yn+1| =
∣∣∣∣ 1

x2
n + xnyn + 2y2n + 1

− 1

2x2
n + xnyn + y2n + 1

∣∣∣∣ (3.3.28)

=

∣∣∣∣ x2
n − y2n

(x2
n + xnyn + 2y2n + 1)(2x2

n + xnyn + y2n + 1)

∣∣∣∣ (3.3.29)

⩽ xn + yn
(x2

n + xnyn + 2y2n + 1)(2x2
n + xnyn + y2n + 1)

|xn − yn| (3.3.30)

⩽ xn + yn
1 + 3x2

n + 2xnyn + 3y2n
|xn − yn| (3.3.31)

⩽ xn + yn
1 + 2x2

n + 4xnyn + 2y2n
|xn − yn| (3.3.32)

⩽ 1

2
|xn − yn| (3.3.33)

(3.3.34)

因此 limn→∞(xn − yn) = 0.

(2) 设 L, l 分别为数列 {xn} 的上下极限，那么 0 ⩽ l ⩽ L ⩽ 1. 由于 yn = (yn − xn) + xn，故

lim
n→∞

yn = 0 + L = L , lim
n→∞

yn = 0 + l = l (3.3.35)

下面给出两种方法证明 {xn} 极限存在.

法一（原创）： 我们直接对第一个递推关系式取上下极限，会得到如下结果：

L =
1

lim
n→∞

(x2
n + xnyn + 2y2n + 1)

⩽ 1

lim
n→∞

x2
n + lim

n→∞
xnyn + 2 lim

n→∞
y2n + 1

(3.3.36)

⩽ 1

l2 + l · l + 2l2 + 1
=

1

4l2 + 1
(3.3.37)

以及

l =
1

lim
n→∞

(x2
n + xnyn + 2y2n + 1)

⩾ 1

lim
n→∞

x2
n + lim

n→∞
xnyn + 2 lim

n→∞
y2n + 1

(3.3.38)

⩾ 1

L2 + L · L+ 2L2 + 1
=

1

4L2 + 1
(3.3.39)

那么有：

L ⩽ 1

4l2 + 1
⩽ 1

4
(

1
4L2+1

)2
+ 1

⇔ (4L2 + 1)2(L− 1) + 4L ⩽ 0 (3.3.40)

l ⩾ 1

4L2 + 1
⩾ 1

4
(

1
4l2+1

)2
+ 1

⇔ (4l2 + 1)2(l − 1) + 4l ⩾ 0 (3.3.41)

令 f(x) = (4x2 + 1)2(x− 1) + 4x. 下面通过三个分支继续求解：
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分支一： 注意到

(4L2 + 1)2(L− 1) + 4L = (4L2 − 1 + 2)2(L− 1) + 4L

= (4L2 − 1)2(L− 1) + 4(4L2 − 1)(L− 1) + 4 (2L− 1)

= (2L− 1)
[
(2L− 1)(2L+ 1)2(L− 1) + 4(2L+ 1)(L− 1) + 4

]
= (2L− 1)

[
(2L− 1)(2L+ 1)2(L− 1) + 4L(2L− 1)

]
= (2L− 1)2

[
(2L+ 1)2(L− 1) + 4L

]
= (2L− 1)2

[
(2L− 1 + 2)2(L− 1) + 4L

]
= (2L− 1)2

[
(2L− 1)2(L− 1) + 4(2L− 1)(L− 1) + 4(2L− 1)

]
= (2L− 1)3 [(2L− 1)(L− 1) + 4(L− 1) + 4]

= (2L− 1)3(2L2 + L+ 1)

(3.3.42)

可知 x = 1
2
为 g(x) = 0 的唯一实根（三重根），且可看出，f(x) 单调递增，故可得 L ≤ 1

2
. 同理 l ⩾ 1

2
，

那么只能 L = l = 1
2
，因此 limn→∞ xn = 1

2
.

分支二： 首先，注意到 x = 1
2
为 f(x) 的一个根，且

f ′(x) = 16x(x− 1)(4x2 + 1) + (4x2 + 1)2 + 4 (3.3.43)

f ′′(x) = 16(3x− 1)(4x2 + 1) + 128x2(x− 1) (3.3.44)

f ′′′(x) = 960x2 − 384x+ 48 (3.3.45)

注意到 f ′ ( 1
2

)
= f ′′ ( 1

2

)
= 0,f ′′′ ( 1

2

)
̸= 0.

故 f(x) = (x − 1)3g(x)，g(x) 为二次多项式，且 g
(
1
2

)
̸= 0. 通过待定系数法或多项式除法，可得

g(x) = 2x2 + x+ 1. 剩余步骤和分支一一致.

分支三： 首先，注意到 x = 1
2
为 f(x) 的一个根，且

f ′(x) = 16x(x− 1)(4x2 + 1) + (4x2 + 1)2 + 4 (3.3.46)

f ′′(x) = 16(3x− 1)(4x2 + 1) + 128x2(x− 1) (3.3.47)

f ′′′(x) = 960x2 − 384x+ 48 (3.3.48)

注意到 f ′ ( 1
2

)
= f ′′ ( 1

2

)
= 0. ∆ = 3842 − 4 · 960 · 48 = −36864 < 0，因此 f ′′′(x) > 0 恒成立，也即

f ′′(x) 单调递增. 由于 f ′′ ( 1
2

)
= 0，因此在

(
−∞, 1

2

)
，f ′′(x) < 0，在

(
1
2
,+∞

)
，f ′′(x) > 0，故 f ′(x) 在(

−∞, 1
2

)
单调递减，在

(
1
2
,+∞

)
单调递增，又由于 f ′ ( 1

2

)
= 0，故 f ′(x) ⩾ 0 恒成立. 故 f(x) 在 R 上

单调递增，那么

f(L) ⩽ 0 = f

(
1

2

)
⇔ L ⩽ 1

2
(3.3.49)

f(l) ⩾ 0 = f

(
1

2

)
⇔ l ⩾ 1

2
(3.3.50)

因此 L = l = 1
2
，故 limn→∞ xn = 1

2
.
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分支四：已知等价为：

L(4l2 + 1) ⩽ 1 , l(4L2 + 1) ⩾ 1 (3.3.51)

故

L(4l2 + 1) ≤ l(4L2 + 1) ⇔ (4Ll − 1)(L− l) ≥ 0 (3.3.52)

若 L ̸= l，则 4Ll ⩾ 1，以及 1 ⩾ L(4l2 + 1) = 4Ll · l + L ⩾ L+ l.
因此

(L+ l)2 = L2 + 2Ll + l2 ⩽ 1 ⩽ 4Ll ⇒ (L− l)2 ⩽ 0 (3.3.53)

只能 L = l. 最后再考虑 g(x) = 4x3 + x − 1,g(l) = g(L) = 03，易知其单调递增，且 g
(
1
2

)
= 0，则

L = l = 1
2
. 即 limn→∞ xn = 1

2
.

法二（官方答案）：首先，我们有：

(xn − yn)(3xn + 2yn) = 3x2
n − xnyn − 2y2n = 4x2

n − (x2
n + xnyn + 2y2n) (3.3.54)

因此

lim
n→∞

[4x2
n − (x2

n + xnyn + 2y2n)] = lim
n→∞

(xn − yn)(3xn + 2yn) = 0 (3.3.55)

又由于

2x2
n + xnyn + y2n + 1 = (x2

n + xnyn + 2y2n)− (y2n − x2
n) (3.3.56)

故

lim
n→∞

(x2
n + xnyn + 2y2n) = 4L2 , lim

n→∞
(x2

n + xnyn + 2y2n) = 4l2 (3.3.57)

lim
n→∞

(2x2
n + xnyn + y2n) = 4L2 , lim

n→∞
(2x2

n + xnyn + y2n) = 4l2 (3.3.58)

那么

L =
1

4l2 + 1
, l =

1

4L2 + 1
(3.3.59)

也即 4L2 + 1 = 1
l
, 4l2 + 1 = 1

L
，故

l(4L2 + 1) = L(4l2 + 1) = 1 (3.3.60)

若 L ̸= l，则 4Ll = 1, L+ l = 1，解得 L = l = 1
2
矛盾，因此 L = l = 1

2
，即 limn→∞ xn = 1

2
.

3把 L = l 代入上述 (3.3.51) 可得.
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注: 方法一不能取等，是因为没有证明

lim
n→∞

(x2
n + xnyn + 2y2n) = 4L2 , lim

n→∞
(x2

n + xnyn + 2y2n) = 4l2

lim
n→∞

(2x2
n + xnyn + y2n) = 4L2 , lim

n→∞
(2x2

n + xnyn + y2n) = 4l2

因此只能得到关于上下极限的不等式.
另外，上下极限也有一些无法做的题目，比如定义的数列形如 xn+1 = xn+o(1)，其中 limn→∞ o(1) =

0，对其取上下极限只能得到恒等式，对做题没帮助.

题目 3.3.7. 定义 x1 = 0, xn+1 = xn + 1
n2，求 limn→∞ xn.

解: 事实上，我们有

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn+1 = x1 + lim
n→∞

n∑
k=1

1

k2
= lim

n→∞

n∑
k=1

1

k2
=

π2

6
(3.3.61)

有时候，虽然上下极限不能直接证明结论得到结果，但却能在中间起辅助作用.

题目 3.3.8. 设数列 {xn} 满足 0 ⩽ xn+2 ⩽ xn+1+xn

2
，求证 limn→∞ xn 存在.

解: 易得

yn+1 = 2xn+2 + xn+1 ⩽ 2xn+1 + xn = yn (3.3.62)

由数学归纳法，知 0 ⩽ xn ⩽ M(M 为一固定的常数). 故 {yn} 单调递减且有界，则收敛，设极限值为
y0. 设 {an} 的上、下极限分别为 L, l，又由于 xn = yn − 2xn+1，则：

L = lim
n→∞

(yn − 2xn+1) = y0 − 2l , l = lim
n→∞

(yn − 2xn+1) = y0 − 2L (3.3.63)

解得 L = l = y0

3
. 故 limn→∞ xn 存在.

注: 如果我们直接对 yn 取上、下极限，则只能得到 y0 = limn→∞(2xn+2+xn+1) ⩽ 2L+L = 3L , y0 =

limn→∞(2xn+2 + xn+1) ⩾ 2l + l = 3l.
从表面看起来，上下极限比极限要求更弱，因此能通过普通极限去做的题目，一定能使用上下极限

做. 反之，由于收敛的充要条件（上下极限相等），虽然能做出来，但可能会比较困难. 上下极限和普通
的极限有很大区别，因此有时候的结论可能并不显然，甚至是错误的，因此读者需要严格遵守定理、推

论中的公式进行计算，而不是通过自己“臆想”公式去计算.
当然，我们鼓励读者对定理、推论等进行推广证明，尝试发现新的公式.
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第 4 章 数项级数

从本章开始，我们将逐步介绍一个新的知识——级数. 事实上，级数的定义并不复杂，你甚至可以
认为它是数列部分和的一个推广. 不过在本章，我们讨论更多的内容，包括级数的敛散性判别法，级数
和以及部分拓展内容.

4.1 级数的定义

我们给出级数的定义：

定义 4.1.1： 数项级数

设 ai(i = 1, 2, · · · , n, · · · ) 为数列，则

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · (4.1.1)

称为级数，记作
∑∞

n=1 an 或
∑

an.

同数列类似，级数也有收敛和发散一说，即若 (4.1.1) 收敛到一个确定的常数，则称级数
∑

an 收

敛，否则称级数
∑

an 发散.
级数的性质可以用其部分和描述，记 Sn =

∑n
k=1 an 为级数

∑
an 的部分和数列.

定理 4.1.1： 级数敛散性等价刻画

数列 {Sn} 的敛散性和级数
∑

an 的敛散性一致，即

数列Sn收敛⇔级数
∞∑

n=1

an收敛 , 数列Sn发散⇔级数
∞∑

n=1

an发散 (4.1.2)

因此我们可以使用我们之前的一些方法来判断级数
∑

an 的敛散性，下面我们推导级数的 Cauchy
收敛准则，来判断级数的敛散性.

定理 4.1.2： 级数收敛的 Cauchy 准则

级数
∑

an 收敛的充要条件为：∀ε > 0, ∃N > 0, ∀n > N，对一切 p ∈ N，有：

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| < ε (4.1.3)

证明. 由于数列 {Sn} 收敛的充要条件为：∀ε > 0, ∃N > 0, ∀n > N，对一切 p ∈ N，有：

|Sn+p − Sn| < ε (4.1.4)
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也即

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| < ε

题目 4.1.1. 证明调和级数
∑∞

n=1
1
n
发散.

证明. 我们使用 Cauchy 收敛准则的否定形式证明，即 ∃ε = 1
2
, 对 ∀N > 0，即使 n > N，仍 ∃p = n，

使得 ∣∣∣∣ 1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

∣∣∣∣ ⩾ n

n+ n
=

1

2
= ε (4.1.5)

故调和级数
∑∞

n=1
1
n
发散（趋于无穷大）.

对于收敛的级数，我们有以下性质：

定理 4.1.3： 级数收敛的必要条件

级数
∑

an 收敛的必要条件是通项趋于 0，即若
∑

an 收敛，则必有

lim
n→∞

an = 0 (4.1.6)

证明. 设
∑

an 收敛，其部分和数列 Sn =
∑n

k=1 ak 也收敛. 故

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−1 = 0 (4.1.7)

注: 上述定理的逆否命题成立，也即如果 limn→∞ an ̸= 0 或极限不存在，则级数
∑

an 发散.

题目 4.1.2. 证明下述级数发散：

(1)
∑

(−1)n;
(2)
∑

2n

n
;

(3)
∑

(−1)⌊
√
n⌋.

证明. (1) 通项 (−1)n 极限不存在，故原级数发散；

(2)limn→∞
2n

n
= +∞，故发散；

(3)
√
n− 1 ⩽ ⌊

√
n⌋ ⩽ √

n，故 limn→∞(−1)⌊
√
n⌋ 极限也不存在.

题目 4.1.3. 证明等比级数
∑

qn，在 |q| < 1 时收敛，在 |q| ⩾ 1 时发散.
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证明. 1o. 当 |q| < 1, q ̸= 0 时，易见

n∑
k=0

qn =
1− qn+1

1− q
→ 1

1− q
(n → ∞) (4.1.8)

2o. 当 q = 0 时显然收敛；

3o. 当 q = 1, q = −1 时，原级数发散；

4o. 当 |q| > 1 时，

n∑
k=0

qn =
1− qn+1

1− q
→ ∞(n → ∞) (4.1.9)

发散.

综上，等比级数
∑

qn，在 |q| < 1 时收敛，在 |q| ⩾ 1 时发散.

定理 4.1.4： 级数的若干性质

级数有如下重要的性质：

1. 若
∑

un,
∑

vn 收敛，则
∑

(cun + dvn) 也收敛，且
∑

(cun + dvn) = c
∑

un + d
∑

vn;

2. 去掉、增加。改变级数的有限项，不改变级数的敛散性;

3. 在收敛的级数中任意加括号，不改变级数的收敛性和它的和.

注: 1. 两个发散级数进行运算，所得到的级数不一定发散. 例如，取 c = −d, un = vn = 1
n

;

2. 和数列极限类似，但要注意是有限项;

3. 如果是发散级数，则加括号后得到的级数可能收敛也可能发散，但因为对收敛的级数加括号不改
变收敛性. 因此如果加完括号后的级数发散，则原级数发散；如果加完括号后的级数收敛，则原级数可
能收敛也可能发散.

例如，级数
∑

(−1)n 发散，但级数
∑

[(−1) + (1)] = 0 收敛.

题目 4.1.4. 证明级数 1√
2−1

− 1√
2+1

+ 1√
3−1

− 1√
3+1

+ 1√
4−1

− 1√
4+1

+ · · · 发散.

证明. 将奇数项和偶数项加括号，得到新级数(
1√
2− 1

− 1√
2 + 1

)
+

(
1√
3− 1

− 1√
3 + 1

)
+

(
1√
4− 1

− 1√
4 + 1

)
+ · · · (4.1.10)

通项 un = 1√
n−1

+ 1√
n+1

= 2
n−1
，故原级数发散.
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4.2 正项级数敛散性判别法

定义 4.2.1： 正项级数

我们把通项 an ⩾ 0 的级数称为正项级数.

由于通项大于等于 0，因此考虑和数列 Sn =
∑n

k=1 ak，则 Sn 单调递增，因此如果它有上界，则一

定有极限，也即级数
∑

an 收敛；如果无界，那么原级数就发散.

引理 4.2.1： 正项级数收敛的充要条件

正项级数
∑

un 收敛的充要条件是其部分和数列 Sn 有界.

证明. 即存在 M > 0，使得 |Sn| < M . 由于 Sn 单调递增有上界，故收敛，也即原级数收敛；而如果 Sn

无界，则 Sn → ∞(n → ∞)，故原级数发散.

4.2.1 比较原则

定理 4.2.1： 比较原则

如果正项级数
∑

un,
∑

vn，从某项开始有 un ⩽ vn，则

1. 若级数
∑

vn 收敛，则级数
∑

un 收敛；

2. 若级数
∑

un 发散，则级数
∑

vn 发散.

证明. 设
∑

un 的部分和数列为 Sn，
∑

vn 的部分和数列为 Tn，则

1. 从 N 开始，有

Sn ⩽ Tn +RN (4.2.1)

其中 RN = |(T1 + T2 + · · ·+ TN )− (S1 + S2 + · · ·+ SN )| 是一个确定，有限的常数. 则 Sn 有界，故级

数
∑

un 收敛；

2. 由于 Sn → ∞，则 Tn → ∞，故级数
∑

vn 发散.

题目 4.2.1. 证明 p 级数
∑

1
np，在 p ⩽ 1 时发散，在 p > 1 时收敛.

证明. 1o. p ⩽ 1 时，由于 1
np ⩾ 1

n
，而

∑
1
n
发散，则 1

np 发散；

2o. p > 1 时，令 f(x) = 1
xp−1，则 f ′(x) = 1−p

xp ，由 Lagrange 中值定理，得

f(n+ 1)− f(n) =
1− p

(n+ θn)p
(0 < θn < 1) (4.2.2)
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因此

1

(n+ 1)p
⩽ 1

p− 1

[
1

np−1
− 1

(n+ 1)p−1

]
(4.2.3)

故

Sn =
n∑

k=1

1

kp
⩽ 1 +

1

p− 1

n∑
k=2

[
1

kp−1
− 1

(k + 1)p−1

]
(4.2.4)

= 1 +
1

p− 1

[
1

2p−1
− 1

(n+ 1)p−1

]
⩽ 1 +

1

(p− 1)2p−1
(4.2.5)

有界，故收敛.

注: p 级数，也称为黎曼 Zeta 函数，即

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
(4.2.6)

当 s = 2 时，就是著名的巴塞尔问题，我们有

ζ(2) =
∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
(4.2.7)

推论 4.2.1： 比较原则的极限形式

设
∑

un,
∑

vn 为正项级数，且

lim
n→∞

un

vn
= l (4.2.8)

则

1. 若 0 < l < +∞，则
∑

un,
∑

vn 同敛散；

2. 若 l = 0，则
∑

vn 收敛时,
∑

un 也收敛；

3. 若 l = +∞，则
∑

vn 发散时,
∑

un 也发散.

只需按照定义，将 (4.2.8) 按照极限的定义展开估计即可，此处不再详细说明.

题目 4.2.2. 判断下列级数的敛散性：

1.
∑

sin 1
n

2.
∑

2n sin π
3n

3.
∑

1
n n

√
n
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解:

1. 注意到

lim
n→∞

sin 1
n

1
n

= 1 (4.2.9)

故
∑

sin 1
n
发散;

2.

lim
n→∞

2n sin π
3n

2n

3n

= π (4.2.10)

故
∑

2n sin π
3n
收敛;

3.

lim
n→∞

∑
1

n n
√
n

1
n

= 1 (4.2.11)

故
∑

1
n n

√
n
发散.

除了比较原则，我们还有比式判别法，根式判别法，积分判别法，拉贝判别法，我们下面一一讲解.

4.2.2 比式判别法

比式判别法，又称达朗贝尔判别法（d’Alembert 判别法），比值判别法等. 它根据级数的通项的性
质，来判断级数的敛散性.

定理 4.2.2： 比式判别法

设
∑

un 为正项级数，且存在 N > 0, 以及确定的常数 p，满足 0 < q < 1，则：

1. 若对任意的 n > N，都有

un+1

un

⩽ q (4.2.12)

则级数
∑

un 收敛；

2. 若对任意的 n > N，都有

un+1

un

⩾ 1 (4.2.13)

则级数
∑

un 发散.
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证明. 1. 不妨设 (4.2.12) 对任意 n ∈ N∗ 成立1，那么

u2

u1

· u3

u2

· u4

u3

· · · un

un−1

⩽ qn−1 (4.2.14)

因此 un ⩽ u1q
n−1，而

∑
u1q

n−1 收敛，则
∑

un 收敛.

2. un+1 ⩾ un ⩾ · · · ⩾ uN，因此 un 不趋于 0，故级数
∑

un 发散.

注: 这里『确定的』常数 p，指的是它的取值和 n 无关. 如果 p 的取值和 n 有关，则可能得到错误的

结果. 例如 un = 1
n
，则 un+1

un
= n

n+1
< 1，但此时

∑
1
n
发散.

但是在实际问题中，我们经常使用下面更为方便的两个推论：

推论 4.2.2： 比式判别法上下极限形式

设
∑

un 为正项级数，则

1. 若

lim
n→∞

un+1

un

= q < 1 (4.2.15)

则原级数收敛；

2. 若

lim
n→∞

un+1

un

= q > 1 (4.2.16)

则原级数发散.

特别地，如果 un+1

un
极限存在时，我们能马上得到下述推论：

推论 4.2.3： 比式判别法极限形式

设
∑

un 为正项级数，

lim
n→∞

un+1

un

= q (4.2.17)

则

(i) q < 1 时，级数
∑

un 收敛；

(ii)q > 1 或 q = +∞ 时，级数
∑

un 发散.

注: 上述两个推论都没有讨论 q = 1 的情况的，实际上当 q = 1 时，级数的敛散性无法判断. 例如

1由于改变级数的有限项不影响敛散性，因此这里可以不妨设.
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∑
1
n
发散，

∑
1
n2 收敛，但却有

lim
n→∞

1
n+1
1
n

= lim
n→∞

1
(n+1)2

1
n2

= 1 (4.2.18)

题目 4.2.3. 判断级数
∑

n
2n
的敛散性.

解: 由于

lim
n→∞

n+1
2n+1

n
2n

= lim
n→∞

n+ 1

2n
=

1

2
< 1 (4.2.19)

因此原级数收敛.

题目 4.2.4. 判断级数
∑ (2n−1)!!

n!
的敛散性，其中 (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)

解: 由于

lim
n→∞

(2n+1)!!
(n+1)!

(2n−1)!!
n!

= lim
n→∞

(2n+ 1)!!

(2n− 1)!!
· n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

2n+ 1

n+ 1
= 2 > 1 (4.2.20)

因此原级数发散.

题目 4.2.5. 证明：若 an > 0，limn→∞
an+1

an
= q ⩾ 0，则 limn→∞ n

√
an = q.

证明. 1o 当 q > 0 时，

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
an
an−1

· an−1

an−2

· · · · · a2
a1

· a1 = lim
n→∞

n

√
an
an−1

· an−1

an−2

· · · · · a2
a1

(4.2.21)

= exp

 lim
n→∞

∑n
k=1 ln

(
ak+1

ak

)
n

 = exp
[

lim
n→∞

ln
(
an+1

an

)]
= q (4.2.22)

2o 当 q = 0 时，此时

0 ⩽ n
√
an = n

√
an
an−1

· an−1

an−2

· · · · · a2
a1

· a1 ⩽
an

an−1
+ an−1

an−2
+ · · ·+ a2

a1
+ a1

n
→ 0 (n → ∞) (4.2.23)

注: 证明思路和1.2类似.
注: exp 表示指数，即 exp(x) = ex.
一般情况下，当通项为比式时，我们一般使用比值判别法，这样后一项和前一项就能抵消一部分，

以达到简化计算的目的.
通过上述题目，我们引出另一个正项级数的判别法——根式判别法.
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4.2.3 根式判别法

首先介绍一下根式判别法的一般形式.

定理 4.2.3： 根式判别法

设
∑

un 为正项级数，且存在 N > 0 及确定的常数 l，

(i) 若对任意 n > N，有

n
√
un ⩽ l<1 (4.2.24)

则级数
∑

un 收敛；

(ii) 若对任意 n > N，有

n
√
un ⩾ 1 (4.2.25)

则级数
∑

un 发散.

同理，根式判别法也有上下极限和极限形式，分别阐述如下：

推论 4.2.4： 根式判别法上下极限形式

设
∑

un 为正项级数，且

lim
n→∞

n
√
un = l (4.2.26)

则

(i)l < 1 时原级数收敛；

(ii)l > 1 时原级数发散.

特别地，如果 n
√
un 极限存在时，我们能马上得到下述推论：

推论 4.2.5： 根式判别法极限形式

设
∑

un 为正项级数，且

lim
n→∞

n
√
un = l (4.2.27)

则

(i)l < 1 时原级数收敛；

(ii)l > 1 时原级数发散.

注: 从比值判别法和根式判别法的关系，可以看出能使用比值判别法判断的级数，一定能使用根式判
别法判断；但能使用根式判别法判断的级数，则不一定能使用比值判别法判断，说明根式判别法更有效.
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题目 4.2.6. 判断级数
∑ (n+1)!

10n
的敛散性.

解: 方法一：使用比值判别法，由于

lim
n→∞

(n+1)!
10n

n!
10n−1

= lim
n→∞

n+ 1

10
= +∞ (4.2.28)

故级数
∑ (n+1)!

10n
发散.

方法二：使用根式判别法，由于

lim
n→∞

n

√
(n+ 1)!

10n
=

1

10
lim
n→∞

n
√
(n+ 1)! (4.2.29)

下面我们讨论 limn→∞
n
√
(n+ 1)! = limn→∞

n
√
n! 由 Stirling 公式2，知 n! ∼

√
2πnnn

en
，于是

n
√
n! = exp

(
lnn!

n

)
∼ exp

[
ln
(√

2πnnn

en

)
n

]
= exp

[
ln(2πn)

2n
+ lnn− 1

]
∼ exp (lnn− 1) =

n

e
(4.2.30)

注：上述不能直接对 Stirling 公式两边同时取 n 次方，因为 n 是取极限的自变量，直接取 n 次方可能

会出错，所以需要通过指数化规避这个风险.
因此 limn→∞

n
√
(n+ 1)! = limn→∞

n
√
n! = +∞. 故级数

∑ (n+1)!
10n

发散.
方法三：由 Stirling 公式，知当 n > 20e 时，有

n!

10n−1
∼

√
2πnnn

en

10n−1
>

nn

en

10n
=
( n

10e

)n
> 2n (4.2.31)

但
∑

2n 发散，因此级数
∑ (n+1)!

10n
发散.

题目 4.2.7. 判断级数
∑

n2

2n
的敛散性.

解: 事实上，我们有

lim
n→∞

n

√
n2

2n
=

1

2
lim
n→∞

n
√
n2 =

1

2
< 1 (4.2.32)

故级数
∑

n2

2n
收敛.

4.2.4 积分判别法

由 Riemann 定积分的定义，我们知道级数和积分的联系很密切. 对于 f(x) ∈ R[a, b]，对区间 [a, b]

上任意分割 a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b，以及 [xk, xk+1] 上的任意点 ξk，记 ∆k = xk+1 − xk. 如

2参见https://baike.baidu.com/item/%E6%96%AF%E7%89%B9%E6%9E%97%E5%85%AC%E5%BC%8F/9583086
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果有 limn→∞ max∆k = 0，则有

lim
max ∆k→0

n∑
k=1

f(ξk)∆k =

∫ b

a

f(x)dx (4.2.33)

特别地，我们可以取等距的 ξk，甚至是每个区间的端点，也能满足上式. 这启发我们，积分区间也可以
等分. 事实上，由积分区间的可加性，我们有

∫ b

a

f(x)dx =
n∑

k=1

∫ a+
k(b−a)

n

a+
(k−1)(b−a)

n

f(x)dx (4.2.34)

这相当于两点的 Lagrange 插值，即 k = 1 时 y = a；k− 1 = n，即 k = n+1 时，y = b，则插值函数为

L(x, k) =
k − (n+ 1)

1− (n+ 1)
a+

k − 1

(n+ 1)− 1
b = a+

(k − 1)(b− a)

n
(4.2.35)

积分下限即为 L(x, k)，上限为 L(x, k + 1).
这就引出了积分判别法：

定理 4.2.4

对于 [N,+∞) 上的 (非负) 减函数 f(x)，正项级数
∑

f(n) 与反常积分
∫ +∞
N

f(x)dx 同敛散.

证明. (⇒) 设级数
∑∞

n=1 f(n) 收敛, 其和为 S, 则

lim
n→∞

f(n) = 0

又 f 为 [N,+∞) 上的减函数, 因此 f(x) ≥ 0, 故条件中 f 非负可以省略。那么
∞∑

n=N

f(n) 为正项级数,

于是对任意 m ∈ N, 有∫ N+m

N

f(x)dx =

m∑
n=1

∫ n+N

n+N−1

f(x)dx ⩽
m∑

n=1

f(n+N − 1) ⩽
∞∑

n=1

f(n) = S

由于 f 单调递减, 因此对任意的 A > 0, 有

0 ⩽
∫ N+A−1

N

f(x)dx ⩽
∫ m+N

N

f(x)dx ⩽
m+1∑
n=1

f(n+N − 1) ⩽
∞∑

n=1

f(n) = S , (m < A ≤ m+ 1)

由比较原则 (有界) 可知反常积分
∫ +∞
N

f(x)dx 收敛。

(⇐) 设反常积分 ∫ +∞

N

f(x)dx

收敛, 因此
lim
n→∞

f(n) = 0
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又 f 为 [N,+∞) 上的减函数, 因此 f(x) ≥ 0 那么
∑∞

n=N f(n) 为正项级数。因此, 对任意 m ∈ N, 有

m∑
n=N+1

f(n) ⩽
∫ m

N

f(x)dx ⩽
∫ +∞

N

f(x)dx ⩽ M

因此级数
∑∞

n=1 f(n) 收敛.

注: 由于改变级数的有限项，不影响级数的敛散性，因此我们可以从 N 开始讨论.

题目 4.2.8. 讨论 p 级数
∑

1
np 的敛散性.

解: 只需判断
∫ +∞
1

1
xp dx 的敛散性即可.

(1) 当 p > 1 时，有 ∫ +∞

1

1

xp
dx =

∫ +∞

1

x−pdx =
x1−p

1− p

∣∣∣∣+∞

1

=
1

1− p
(4.2.36)

收敛，故
∑

1
np 收敛.

(2) 当 p = 1 时，有 ∫ +∞

1

1

x
dx = lnx|+∞

1 = +∞ (4.2.37)

发散，故
∑

1
np 发散.

(2) 当 p < 1 时，有 ∫ +∞

1

1

xp
dx =

∫ +∞

1

x−pdx =
x1−p

1− p

∣∣∣∣+∞

1

= +∞ (4.2.38)

发散，故
∑

1
np 发散.

故 p 级数，当 p > 1 时收敛，p ⩽ 1 时发散.

题目 4.2.9. 判断级数
∑∞

n=2
1

n ln n
的敛散性.

解: 考虑反常积分 ∫ +∞

2

1

x lnx
dx = ln lnx|+∞

2 = +∞ (4.2.39)

故原级数发散.
同理可证

∑∞
n=3

1
n(ln n)(ln ln n)

发散.

4.2.5 拉贝判别法

对于极限形式的级数敛散性判别法，我们无法判断极限为 1 的情况. 前面所提及的判别法，比值判
别法和根式判别法，它们其实以等比级数为比较对象. 但有时候级数收敛，但收敛速度慢于等比级数，
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此时这两种判别法就无法使用了. 为此，我们需要修改比较的对象，让收敛速度慢“一点点”. 从直观
上来看，等比级数的收敛速度是非常快的，因此我们自然会想找一个收敛速度稍微慢一点的级数. p 级

数刚好满足这一要求，因此我们有下面的拉贝（Raabe）判别法：

定理 4.2.5： 拉贝判别法

设
∑

un 为正项级数，且存在 N > 0 以及常数 r，

(i) 若对任意 n > N，有

n

(
1− un+1

un

)
⩾ r>1 (4.2.40)

则级数
∑

un 收敛；

(ii) 若对任意 n > N，有

n

(
1− un+1

un

)
⩽ 1 (4.2.41)

则级数
∑

un 发散.

类似地，拉贝判别法也有极限形式

推论 4.2.6： 拉贝判别法极限形式

设
∑

un 为正项级数，且有

lim
n→∞

n

(
1− un+1

un

)
= r (4.2.42)

(i) 当 r > 1 时，原级数收敛；

(ii) 当 r < 1 时，原级数发散.

注: 这里要注意，此时 r > 1 收敛，r < 1 发散，和前面判别法刚好相反.
注: 至于上下极限的形式，读者可以仿照之前的推论写出来：

1. 若 limn→∞ n
(
1− un+1

un

)
> 1，则

∑
un 收敛；

2. 若 limn→∞ n
(
1− un+1

un

)
< 1，则

∑
un 发散；

题目 4.2.10. 讨论级数
∑∞

n=1
n!

(x+1)(x+2)·····(x+n)
的敛散性.

解: un = n!
(x+1)(x+2)·····(x+n)

，那么有

un+1

un

=
(n+ 1)!

n!
· (x+ 1)(x+ 2) · · · · · (x+ n)

(x+ 1)(x+ 2) · · · · · (x+ n)(x+ n+ 1)
=

n+ 1

x+ n+ 1
→ 1(n → ∞) (4.2.43)
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因此比值判别法和根式判别法失效3. 使用 Raabe 判别法，我们有

n

(
1− un+1

un

)
=

n

x+ n+ 1
x → x(n → ∞) (4.2.44)

因此，x > 1 时原级数收敛，x < 1 时原级数发散，x = 1 时原级数为调和级数（缺第一项）发散.

综上，x > 1 时原级数收敛，x ⩽ 1 时原级数发散.

事实上，Raabe 判别法 n
(
1− un+1

un

)
等价于 n

(
un

un+1
− 1
)
，请读者自行证明.

4.3 正项级数敛散性判别法（拓展）

我们之前讨论过，所谓级数敛散性判别法，实际上是在和已知敛散性的级数进行比较，根据被比较

级数的不同，我们可以得到不同的判别法. 由于不存在收敛速度最快的级数，因此我们无法找到一种完
美的级数敛散性判别法，也即难以解决 r = 1 的情况. 下面，我们将介绍一些其它的级数敛散性判别方
法，它们通过比较不同的收敛级数，得到了不同的判别法.

4.3.1 对数判别法

首先，我们先看一道题.

题目 4.3.1. 若极限 limn→∞ n
(
1− an+1

an

)
= r，则极限 limn→∞

ln(1/an)
ln n

存在，且取值相等.

证明.

lim
n→∞

ln(1/an)
lnn

Stolz
= lim

n→∞

− ln an+1

an

ln
(
1 + 1

n

) = − lim
n→∞

ln
(

an+1

an
− 1 + 1

)
ln
(
1 + 1

n

) (4.3.1)

= lim
n→∞

1− an+1

an

1
n

= lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= r (4.3.2)

但是反过来，由于 Stolz 逆定理不一定成立，所以上述步骤的推导不一定可逆，也就是说，使用
limn→∞

ln(1/an)
ln n

判别比 limn→∞ n
(
1− an+1

an

)
= r 更有效. 因为前者能够判断时，后者一定能判断，但

后者能判断时，前者不一定能判断.

通过这个证明，就引出了对数判别法.

3这里不要认为 x > 0 时， n+1
x+n+1

< 1 就能使用比值判别法，此时无法找到一个确定的 r，使得 r < 1 严格成立. 特别地，x = 1 时，原级

数发散
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定理 4.3.1： 对数判别法

设
∑

un 为正项级数，且有

lim
n→∞

ln(1/an)
lnn

= q (4.3.3)

(i) 当 q > 1 时，原级数收敛；

(ii) 当 q < 1 时，原级数发散.

题目 4.3.2. 讨论 p 级数的敛散性.

解: 即讨论
∑

1
np 的敛散性，则

lim
n→∞

ln(1/an)
lnn

= lim
n→∞

p lnn

lnn
= p (4.3.4)

因此 p > 1 时原级数收敛，p < 1 时原级数发散. 又 p = 1 时为调和级数，故发散.
综上，p ⩽ 1 时原级数发散，p > 1 时原级数收敛.

题目 4.3.3. 判断
∑∞

n=2
1

(ln n)ln n 的敛散性.

解:

lim
n→∞

ln(1/an)
lnn

= lim
n→∞

(lnn) ln lnn

lnn
= +∞ (4.3.5)

故原级数发散.

4.3.2 Bertrand 判别法

定理 4.3.2

设
∑

an 为正项级数，若

lim
n→∞

lnn

[
n

(
1− an+1

an

)
− 1

]
= B (4.3.6)

(1) 若 B > 1，则
∑

an 收敛；

(2) 若 B < 1，则
∑

an 发散.

题目 4.3.4. 判断级数
∑

1
n ln2 n

的敛散性.
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解:

lim
n→∞

lnn

[
n

(
1− an+1

an

)
− 1

]
= lim

n→∞
lnn

[
n

(
1− n ln2 n

(n+ 1) ln2(n+ 1)

)
− 1

]
= lim

n→∞
lnn

[
n

(
(n+ 1) ln2(n+ 1)− n ln2 n

(n+ 1) ln2(n+ 1)

)
− 1

]
= lim

n→∞
lnn

[
n(n+ 1) ln2(n+ 1)− n2 ln2 n− (n+ 1) ln2(n+ 1)

(n+ 1) ln2(n+ 1)

]
= lim

n→∞

n2 ln
(
1 + 1

n

)
ln(n2 + n)− ln2(n+ 1)

n lnn

= lim
n→∞

ln(n+ 1) + lnn

lnn
= 2

(4.3.7)

注: 如果使用对数判别法，则会得到

lim
n→∞

ln(1/an)
lnn

= lim
n→∞

lnn+ 2 ln lnn

lnn
= 1

无法判断.

题目 4.3.5. 若 limn→∞ lnn
[
n
(
1− an+1

an

)
− 1
]
= B，证明 limn→∞

ln(1/an)
ln n

= 1.

证明. 使用4.3.3(题目 4.3.6) 的结果 ln an = − lnn− B ln lnn+ o(ln lnn).
那么

lim
n→∞

ln(1/an)
lnn

= − lim
n→∞

ln an
lnn

= 1 (4.3.8)

注: 这说明无论能否可以使用 Bertrand 判别法 (B = 1 or not)，只要上述极限存在，我们都无法使用
对数判别法去判断.

4.3.3 第二对数判别法

在讲这个判别法之前，先看一道题目:

题目 4.3.6. 若 an > 0, 且 limn→∞ lnn
[
n
(
1− an+1

an

)
− 1
]
= B, 证明 limn→∞

ln(1/nan)
ln ln n

= B.

证明. 法一（deepseek）： 令 xn = n
(
1− an+1

an

)
− 1, 则 limn→∞ xn = 0. 以及 limn→∞ xn lnn = B. 则

xn = B+o(1)
ln n

, 1− an+1

an
= 1+xn

n
. an+1

an
= 1− 1+xn

n
.

那么

ln
(
an+1

an

)
= ln

(
1− 1 + xn

n

)
= −1 + xn

n
− (1 + xn)

2

2n2
+O

(
1

n3

)
(4.3.9)
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所以

ln an − ln a1 =
n−1∑
k=1

ln
(
ak+1

ak

)
= −

n−1∑
k=1

1 + xk

k
− 1

2

n−1∑
k=1

(1 + xn)
2

n2
+O

(
1

n2

)
(4.3.10)

由于第二项求和收敛，故可把第二项和余项记为 C + o(1), 也即 ln an = −
∑n−1

k=1
1+xk

k
+ C + o(1).

由于
∑n

k=1
1
k
= lnn+ γ + o(1), 以及

∑n
k=2

1
k ln k

= ln lnn+ C ′ + o(1). 那么

n∑
k=2

xk

k
=

n∑
k=2

B + o(1)

k ln k
= B ln lnn+ o(ln lnn) (4.3.11)

因此

ln an = − lnn− γ + o(1)− B ln lnn+ o(ln lnn) = − lnn− B ln lnn+ o(ln lnn) (4.3.12)

因此

lim
n→∞

ln(1/nan)
ln lnn

= − lim
n→∞

lnn+ ln an
ln lnn

= − lim
n→∞

lnn− lnn− B ln lnn+ o(ln lnn)

ln lnn
= B (4.3.13)

法二（原创）： 前两步类似，但不用展开这么高项. 令 xn = n
(
1− an+1

an

)
− 1, 则 limn→∞ xn = 0.

以及 limn→∞ xn lnn = B. 则 xn = B+o(1)
ln n

, 1− an+1

an
= 1+xn

n
. an+1

an
= 1− 1+xn

n
.

那么

ln
(
an+1

an

)
= ln

(
1− 1 + xn

n

)
= −1 + xn

n
+O

(
1

n2

)
因此

lim
n→∞

ln(1/nan)
ln lnn

= − lim
n→∞

ln
(
1 + 1

n

)
+ ln

(
an+1

an

)
ln
(

ln(n+1)
ln n

− 1 + 1
) = − lim

n→∞
n lnn

[
ln
(
1 +

1

n

)
+ ln

(
an+1

an

)]

= − lim
n→∞

n lnn

[
1

n
+O

(
1

n2

)
− 1 + xn

n
+O

(
1

n2

)]
= lim

n→∞
lnn

[
xn +O

(
1

n

)]
= lim

n→∞
xn lnn+ lim

n→∞
O

(
lnn

n

)
= B

(4.3.14)
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定理 4.3.3： 第二对数判别法

设
∑

an 为正项级数，且有

lim
n→∞

ln(1/nan)
ln lnn

= q (4.3.15)

(i) 当 q > 1 时，原级数收敛；

(ii) 当 q < 1 时，原级数发散.

第二对数判别法能够解决一些对数判别法无法解决的问题，但是解决的问题仍有限.

4.3.4 Kummer 判别法

Kummer 判别法是一簇判别法，根据 Kummer 判别法我们可以推导出我们已经学过的几个判别法.

定理 4.3.4： Kummer 判别法

设正项级数
∑

1
cn
发散，对于正项级数

∑
an，作

Kn = cn · an
an+1

− cn+1

则

(1) 存在 N > 0, δ > 0，当 n > N 时，满足 Kn ⩾ δ，则
∑

an 收敛;
(2) 对于任意 N > 0，当 n > N 时，都有 Kn ⩽ 0，则

∑
an 发散.

注: 这里的 δ 也是『确定的』常数.
注: 对 Kn 取极限即可得到极限形式的 Kummer 判别法.
如果我们取 cn = 1，那么 limn→∞ Kn = limn→∞

an

an+1
− 1，这就是比式判别法；

如果我们取 cn = n，那么 limn→∞ Kn = limn→∞ n
(

an

an+1
− 1
)
− 1，这就是 Rabbe 判别法；

如果我们取 cn = n lnn，那么 limn→∞ Kn = limn→∞ lnn
[
n
(

an

an+1
− 1
)
− 1
]
− 1，这就是 Bertrand

判别法.
因此我们可以找一些收敛速度更慢一点的级数，使得加强上述判别法. 例如我们可以取 cn =

n lnn ln lnn，那么

lim
n→∞

Kn = lim
n→∞

ln lnn

{
lnn

[
n

(
an
an+1

− 1

)
− 1

]
− 1

}
− 1

证明. 令 cn = n lnn ln lnn 代入，得

Kn = n lnn ln lnn · an
an+1

− (n+ 1) ln(n+ 1) ln ln(n+ 1)

= n lnn ln lnn ·
(

an
an+1

− 1

)
− (n+ 1) ln(n+ 1) ln ln(n+ 1) + n lnn ln lnn
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= lnn ln lnn ·
[
n

(
an
an+1

− 1

)
− 1

]
− (n+ 1) ln(n+ 1) ln ln(n+ 1) + n lnn ln lnn

+ lnn ln lnn

= ln lnn

{
lnn

[
n

(
an
an+1

− 1

)
− 1

]
− 1

}
− (n+ 1) ln(n+ 1) ln ln(n+ 1)

+ n lnn ln lnn+ lnn ln lnn+ ln lnn

现在处理后面一堆东西，由于

− (n+ 1) ln(n+ 1) ln ln(n+ 1) + n lnn ln lnn+ lnn ln lnn+ ln lnn

= −(n+ 1)

[
lnn+ ln

(
1 +

1

n

)]
ln ln(n+ 1) + n lnn ln lnn+ lnn ln lnn+ ln lnn

= −(n+ 1) lnn (ln ln(n+ 1)− ln lnn)− (n+ 1) ln
(
1 +

1

n

)
ln ln(n+ 1) + ln lnn

(4.3.16)

考虑第一项，n 趋于无穷时，有

lim
n→∞

−(n+ 1) lnn (ln ln(n+ 1)− ln lnn) = − lim
n→∞

(n+ 1) lnn ln
(

ln(n+ 1)

lnn
− 1 + 1

)
= − lim

n→∞
(n+ 1) ln

(
1 +

1

n

)
= −1

(4.3.17)

对于后两项，n 趋于无穷时，有

lim
n→∞

[
−(n+ 1) ln

(
1 +

1

n

)
ln ln(n+ 1) + ln lnn

]
= lim

n→∞

[
−(n+ 1)

(
1

n
+O

(
1

n2

))
ln ln(n+ 1) + ln lnn

]
= lim

n→∞

{
− ln

[
ln(n+ 1)

lnn
− 1 + 1

]
−
[
O

(
1

n

)
+O

(
1

n2

)
+

1

n

]
ln ln(n+ 1)

}
= − lim

n→∞

[
ln(n+ 1)

lnn
− 1

]
= 0

(4.3.18)

因此

lim
n→∞

Kn = lim
n→∞

ln lnn

{
lnn

[
n

(
an
an+1

− 1

)
− 1

]
− 1

}
− 1 (4.3.19)

但即使如此，Kummer 判别法也不是最完美的判别法，正如我之前所说的，正项级数判别法没有完
美的答案，正项级数判别法的本质就是比较原则，根据被比较级数的不同，可以构造出无数个不同的判

别法.
正项级数的判别法还有很多，我就不一一列举了，读者可以阅读https://zhuanlan.zhihu.com/

p/390327683以及https://zhuanlan.zhihu.com/p/390881621了解更多的判别法，可以阅读https://
zhuanlan.zhihu.com/p/1941975976868320546来了解不同判别法的来源及核心.
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4.4 一般项级数敛散性判别法

我们前面所讨论的这么多判别法，都是正项级数（即通项 an ⩾ 0 的级数）的判别法. 但是在实际
中，并不是所有的级数都满足这种性质. 对于一般情况，级数的通项可能有正（包含 0），也可能有负的

情况，我们称这样的级数为一般项级数. 换句话说，一般项级数就是我们不对数项级数的通项做任何要
求的级数.

4.4.1 交错级数

对于一般项级数，我们有一类的级数，称为交错级数，它是形如
∑

(−1)nun, 其中 un > 0 的形式.
对于交错级数，我们有下述 Leibniz 判别法.

定理 4.4.1： 交错级数

对于交错级数
∑

(−1)nun,un > 0. 若 {un} 满足

un ↙→ 0(n → ∞) (4.4.1)

a 则交错级数
∑

(−1)nun 收敛.
a也即数列 un 单调递减趋于 0.

证明. 考察原级数前 2n+ 1 项的部分和 S2n+1.

S2n+1 = u0 − (u1 − u2)− (u3 − u4)− · · · − (u2n−1 − u2n)− u2n+1 (4.4.2)

由于 un 单调递减，故括号内的部分大于等于 0，故 S2n+1 ⩽ u0.
又有

S2n+1 = (u0 − u1) + (u2 − u3) + · · ·+ (u2n − u2n+1) (4.4.3)

括号内的部分大于等于 0，故 S2n+1单调递增. 因此 {S2n+1}单调递增有上界，故收敛. 设 limn→∞ S2n+1 =

s，则 limn→∞ S2n = limn→∞ S2n+1 − limn→∞ u2n+1 = s. 那么可以得到 limn→∞ Sn = s.

题目 4.4.1. 判断级数
∑ (−1)n

n
的敛散性.

解: un = 1
n
，单调递减趋于 0，由 Leibniz 判别法知原级数收敛.

4.4.2 绝对收敛和条件收敛

读者可能会发现，调和级数
∑

1
n
发散，但变成交错级数

∑ (−1)n

n
就收敛了，那么有相关或类似性

质的级数是否值得单独讨论呢？事实上，这在级数范畴内还是很常用的（即讨论通项加了绝对值的级数

和未加绝对值的级数的敛散性），也有单独的定义和较好的性质，我们下面详细叙述.
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对于一般项级数
∑

un，如果级数
∑

un 收敛，但级数
∑

|un| 发散，我们称它条件收敛；如果级数∑
|un| 收敛，则称级数

∑
un 绝对收敛. 我们很容易通过 Cauchy 收敛准则证明下面很常用的结论：

定理 4.4.2： 绝对收敛与条件收敛的关系

绝对收敛的级数一定收敛.

证明. 由于
∑

|un| 收敛，则对任意的 n > N, p ∈ N∗，有

|un|+ |un+1|+ · · ·+ |uun+p| < ε (4.4.4)

但

|un + un+1 + · · ·+ un+p| < |un|+ |un+1|+ · · ·+ |uun+p| < ε (4.4.5)

故
∑

un 收敛.

注: 上述定理说明，如果要证明某个一般项级数收敛，只需证明通项加了绝对值的级数收敛即可. 但
一般情况下，这种方法是不现实的，因为加了绝对值可能会破坏原来级数的性质，导致收敛的级数通项

加完绝对值后变为发散的级数（即无法通过这种方法判断条件收敛的级数）.

题目 4.4.2. 判断下列级数哪些是条件收敛，绝对收敛或发散的：

(1)
∑ sin n

n2 ; (2)
∑

(−1)n 1
n

;
(3)
∑

(−1)n
(

1
n
+ 1

n+1

)
; (4)

∑
(−1)n

(
1
n
− 1

n+1

)
.

解:

1. 由于
∣∣ sin n

n2

∣∣ ⩽ 1
n2，故原级数绝对收敛；

2. 原级数条件收敛，因为不加绝对值的级数收敛，但加上绝对值的级数发散；

3. un = 1
n
+ 1

n+1
单调递减趋于 0，由 Leibniz 判别法知原级数收敛，但对于加上绝对值的级数，我

们有

1

n
+

1

n+ 1
>

1

n
(4.4.6)

故加上绝对值的级数发散，因此原级数条件收敛.

4. un = 1
n
− 1

n+1
= 1

n(n+1)
单调递减趋于 0，由 Leibniz 判别法知原级数收敛. 对于加上绝对值的级

数，我们有

1

n
− 1

n+ 1
=

1

n(n+ 1)
<

1

(n+ 1)2
(4.4.7)

故加上绝对值的级数收敛，因此原级数绝对收敛.
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对于绝对收敛的级数，我们有下述两个较好的性质：

一、级数的重排不改变绝对收敛性及级数和

所谓级数重排，就是建立一个下标集合 N 到自己的一一映射，然后按照 n → f(n) 的规则，生成

一个新的级数
∑

uf(n)，记 vn =
∑

uf(n). 换句话说，级数的重排就是对原级数任意两项进行若干次对
换（有限次或可数次）得到的一个新的级数. 那么我们得到的新的级数

∑
uf(n) 也绝对收敛，并且级数

求和和之前的结果一样.

证明. 我们先证明前半部分.
假设 un, uf(n) ⩾ 0(即假设两个级数都是正项级数，这是因为我们要证明绝对收敛，和证明正项级

数是收敛是等价的).
考虑部分和数列 Sn 为重排前的级数的部分和，则 Sn → S(n → ∞)，Tm 为重排后的级数的部

分和. 由于 f 为一一映射，因此对任意 1 ⩽ k ⩽ m，都存在 f−1(k) ∈ N∗. 因此我们可以取 n =

max{f−1(1), f−1(2), · · · , f−1(m)} ⩾ m（抽屉原理），那么

{uf−1(1), uf−1(2), · · · , uf−1(m)} ⊂ {u1, u2, · · · , un} (4.4.8)

这是因为 n 的取值为它们下标的最大值，因此左边的下标一点小于等于 n，那么每个元素也一定属于右

边的集合，且元素总个数小于等于右边的几乎.
那么我们可以得到 Tm ⩽ Sn. 对 n 取极限，则 Tm ⩽ S. 故 Tm 收敛，设为 T .
因此 T ⩽ S，同理可以把原级数看出重拍后的级数的重排，因此 T ⩾ S，故 T = S.

定理后半部分说的是绝对收敛的一般项级数和它的重排级数的级数和结果一致（注意此时不一定

是正项级数）. 对于定理的后半部分证明，我们考虑使用定理的前半部分，构造出来两个正项级数，那
么即使重排，其和也不变. 因此我们考虑，是否存在这样的两个正项级数

∑
pn 和

∑
qn，使得

∑
un =∑

pn −
∑

qn，以及重排后的级数
∑

u′
n =

∑
p′n −

∑
q′n.

事实上，这是可行的. 我们可以这样设计，首先假设 un = pn − qn，且 un > 0 时，qn = 0；un < 0

时，pn = 0. 我们发现 pn + qn = |un|. 也即下面两个方程：|un| = pn + qn

un = pn − qn
(4.4.9)

那么 un ⩾ 0 时，pn = un ⩾ 0, qn = 0; un < 0 时，pn = 0，qn = −un > 0.
下面进行证明定理后半部分.

证明. 取

pn =
|un|+ un

2
, qn =

|un| − un

2
(4.4.10)

那么 un ⩾ 0 时，pn = un, qn = 0;un < 0 时，pn = 0, qn = −un > 0.
由于

∑
un 绝对收敛，因此

∑
pn,
∑

qn 均收敛. 且 S =
∑

un =
∑

pn −
∑

qn.
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同理，对于重排后的级数，可以得到
∑

vn =
∑

p′n −
∑

q′n. 但
∑

p′n 为
∑

pn 的重排，
∑

q′n 为∑
qn 的重排. 因此级数和相等，即

∑
p′n =

∑
pn,
∑

q′n =
∑

qn. 故

T =
∑

vn =
∑

p′n −
∑

q′n =
∑

pn −
∑

qn =
∑

un = S (4.4.11)

证毕.

二、两个级数通项乘积级数绝对收敛且有相同的级数和

对于两个级数
∑

un，
∑

vn，若它们绝对收敛，令 wij = uivj，则级数
∑

i,j wij 绝对收敛. 我们可
以把

∑
i,j wij 看成某些级数特殊的重排，例如我们可以按对角线规则进行求和，即

∞∑
n=1

∑
i+j=n

uivj or
∞∑

n=1

(
n∑

i=1

uivn +
n−1∑
j=1

unvj

)
or

∞∑
n=1

(
2n∑

i+j=n+1

uivj −
2n−2∑

i+j=n+1

uivj

)
(4.4.12)

其中第一个式子按照对角线规则，从右上角到左下角这根线，穿到的项求和累加；第二个式子按照正方

形回路规则；第三个式子和第一个式子等价，不过它表示的意思是，先按照正方形规则，然后每一组下

标的范围是 n+ 1 ∼ 2n，然后求和再减去一次重复的求和下标 n+ 1 ∼ 2n− 2，相同项抵消后，发现它

等于
∑∞

n=1

∑2n
i+j=2n−1 uivj 和第一个式子等价（不过这个简化的式子也可以理解成一组一组，即对角线

第一第二为一组，第三第四为一组，然后一组一组求和）.

上述的意思是，按照某一种方式，把下面级数求和.

u1v1 u1v2 u1v3 · · · u1vn · · ·
u2v1 u2v2 u2v3 · · · u2vn · · ·
u3v1 u3v2 u3v3 · · · u3vn · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
unv1 unv2 unv3 · · · unvn · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(4.4.13)

这个定理的主要用处在计算某些级数时，通过组合，改变计算方式，使得大幅简化计算.

我们可以看一个例子.

首先，
∑

rn, |r| < 1 绝对收敛，且

1

1− r
= 1 + r + r2 + · · ·+ rn + · · · (4.4.14)

那么

1

(1− r)2
=
(∑

rn
)(∑

rn
)
= 1 + (r + r) + (r2 + r2 + r2) + · · ·+ (rn + · · ·+ rn) + · · · (4.4.15)

= 1 + 2r + 3r3 + · · ·+ (n+ 1)rn + · · · =
∑

(n+ 1)rn (4.4.16)

我们得到了上述级数的另一个表达. 其中，最后一步使用了对角线求和.
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4.4.3 Abel-Dirichlet 判别法

首先我们将一下 Abel 变换，它不仅在一般项级数判别法中很有用，而且在级数求和，极限等部分
也有很有用. Abel 变换把乘积型的数列部分和，变为一个差分数列和一个部分和数列的乘积再求和，可
能形式上会变得更复杂，但在某些特定结构的数列上，反而可能大幅简化结构.

定理 4.4.3： Abel 变换

对于两个数列 {an}, {bn}，令 Sn 为数列 {bn} 的部分和数列，那么

n∑
k=1

akbk = anSn −
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Sk (4.4.17)

若记 ∆ak = ak − ak−1，则上式可简化为

n∑
k=1

akbk = anSn −
n−1∑
k=1

∆ak+1Sk (4.4.18)

证明. 我们证右式等于左式即可.

anSn −
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Sk = anSn −
n−1∑
k=1

ak+1Sk +
n−1∑
k=1

akSk = anSn −
n∑

k=2

akSk−1 +
n−1∑
k=1

akSk

= anSn −
n−1∑
k=2

akSk−1 +
n−1∑
k=2

akSk + a1b1 − anSn−1

= anbn +
n−1∑
k=2

ak(Sk − Sk−1) + a1b1

= anbn +
n−1∑
k=2

akbk + a1b1 =
n∑

k=1

akbk

(4.4.19)

题目 4.4.3. 求数列 {n2rn} 的部分和数列 Tn，其中 0 < r < 1.

解:

Tn = n2 · r(1− rn)

1− r
−

n−1∑
k=1

[(k + 1)2 − k2] · r(1− rk)

1− r

= n2 · r(1− rn)

1− r
−

n−1∑
k=1

(2k + 1) · r(1− rk)

1− r

= n2 · r(1− rn)

1− r
− r

1− r

n−1∑
k=1

(2k + 1) +
r

1− r

n−1∑
k=1

(2k + 1)rk

(4.4.20)
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又因为

n−1∑
k=1

(2k + 1) = n2 − 1 (4.4.21)

以及

n−1∑
k=1

(2k + 1)rk = (2n− 1)
r(1− rn−1)

1− r
− 2

n−2∑
i=1

r(1− ri)

1− r

=
r

1− r

[
(2n− 1)(1− rn−1)− 2

n−2∑
i=1

(1− ri)

]

=
r

1− r

[
(2n− 1)(1− rn−1)− (2n− 4) +

2r(1− rn−2)

1− r

]
(4.4.22)

那么

Tn =
r

1− r

{
n2 − n2rn − n2 + 1 +

r

1− r

[
(2n− 1)(1− rn−1)− (2n− 4) +

2r(1− rn−2)

1− r

]}
=

r

1− r
(1− n2rn) +

(
r

1− r

)2

[3− (2n− 1)rn−1] + 2

(
r

1− r

)3

(1− rn−2)

(4.4.23)

又 n = 1，代入得 r + 2
(

r
1−r

)2
+ 2

(
r

1−r

)3
· r−1

r
= r.

又 n = 2，代入得 r
1−r

(1− 4r2) + 3 r2

1−r
= r+3r2−4r3

1−r
= r−r2+4r2−4r3

1−r
= r + 4r2.

因此上述的 Tn 是良定义的，也即 n ⩾ 1 的正整数都成立.
注: 注意，n = 0 代入得到 − 2

1−r
.

由 Abel 变换可以推出一般项级数的 Abel 判别法和 Dirichlet 判别法.
我们首先证明 Abel 引理，即

引理 4.4.1： Abel 引理

设数列 {an} 单调，且数列 {bn} 的部分和数列 Sn 有界，即 |Sn| < l. 记 M = maxk⩽n{|ak|}. 那么
我们有 ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

akbk

∣∣∣∣∣ < 3Ml (4.4.24)

证明. 由于 ak+1 − ak 同号，故放缩后可相互抵消，即∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣anSn −

n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Sk

∣∣∣∣∣ ⩽ Ml +

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Sk

∣∣∣∣∣ (4.4.25)

⩽ Ml + |an − a1|l < 3Ml (4.4.26)
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下面叙述 Abel 判别法.

定理 4.4.4： Abel 判别法

对于级数
∑

anbn，若

(1)an 单调且有界；
(2) 级数

∑
bn 收敛.

则级数
∑

anbn 收敛.

证明. 由于
∑

bn 收敛，由柯西收敛准则，对于 ∀ε > 0，∃N > 0，对于任意 n > N, p ∈ N∗，有∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

bk

∣∣∣∣∣ < ε (4.4.27)

而数列 {an} 单调有界，因此存在 M > 0，使得 |an| < M . 因此∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ < 3Mε (4.4.28)

由柯西收敛准则知级数
∑

anbn 收敛.

下面叙述 Dirichlet 判别法.

定理 4.4.5： Dirichlet 判别法

对于级数
∑

anbn，若

(1)an 单调趋于 0；

(2) 级数
∑

bn 的部分和数列有界.
则级数

∑
anbn 收敛.

证明. 由于级数
∑

anbn 收敛，则 |Sn| < M . 又 an 单调趋于 0，故 ∀ε > 0，∃N > 0，对于任意

n > N, p ∈ N∗，有 |an| < ε. 故 ∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ < 3Mε (4.4.29)

由柯西收敛准则知级数
∑

anbn 收敛.

注: 使用 Abel 引理时，无需必须确定为从 k = 1 到 n 求和. 事实上，我们从证明过程可以看出，求
和绝对值的上界和求和区间无直接关系，而是和在该区间上 |an| 和 |Sn| 的上界有关.

Abel 判别法和 Dirichlet 判别法统称为 A-D 判别法，因为从定理的叙述，我们可以看到它们的相
似之处. 它们分别对一个级数的通项 an 和级数

∑
bn 作要求，一个要求通项单调有界且级数收敛，一

个要求通项单调趋于 0 且级数部分和有界. 这两个要求，一个强一点，那么另一个要求就可以弱一点.
从 A-D 判别法，我们可以马上推出 Leibniz 判别法.
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题目 4.4.4. 使用 Dirichlet 判别法推出 Leibniz 判别法.

证明. 由于
∑

un 单调递减趋于 0，而
∑

(−1)n 部分和有界，故由 Dirichlet 判别法知级数
∑

(−1)nun

收敛.

题目 4.4.5. 判断下列级数的敛散性：

(1)
∑

(−1)n
(
1
2

)n
(2)
∑(

(−1)n√
n

+ 1
n

)

解: (1)
∑

(−1)n 部分和有界， 1
2n
单调递减趋于 0，由 Dirichlet 判别法知原级数收敛；

(2)
∑ (−1)n√

n
收敛，但

∑
1
n
发散，故原级数发散.

4.4.4
∑

sin kx 和
∑

cos kx

我们下面求
∑

sin kx 和
∑

cos kx 的部分和数列 Sn =
∑n

k=1 sin kx，Tn =
∑n

k=1 cos kx.
法一：

Sn =
n∑

k=1

sin kx =

∑n
k=1 2 sin kx sin x

2

2 sin x
2

= −
∑n

k=1

[
cos
(
kx+ x

2

)
− cos

(
kx− x

2

)]
2 sin x

2

(4.4.30)

= −
cos
(
n+ 1

2

)
x− cos x

2

2 sin x
2

(4.4.31)

Tn =
n∑

k=1

cos kx =

∑n
k=1 2 cos kx sin x

2

2 sin x
2

=

∑n
k=1

[
sin
(
kx+ x

2

)
− sin

(
kx− x

2

)]
2 sin x

2

(4.4.32)

=
sin
(
n+ 1

2

)
x− sin x

2

2 sin x
2

(4.4.33)

注: 上述证明运用了积化和差公式：

sinα− sinβ = 2 cos
(
α+ β

2

)
sin
(
α− β

2

)
, cosα− cosβ = −2 sin

(
α+ β

2

)
sin
(
α− β

2

)
(4.4.34)

法二：

由欧拉公式 eix = i sinx+ cosx，知

sinx =
eix − e−ix

2i
, cosx =

eix + e−ix

2
(4.4.35)

因此

Sn =
n∑

k=1

sin kx =
n∑

k=1

eikx − e−ikx

2i
=

1

2i

(
n∑

k=1

eikx −
n∑

k=1

e−ikx

)
(4.4.36)
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=
1

2i

(
eix(1− einx)

1− eix
− e−ix(1− e−inx)

1− e−ix

)
(4.4.37)

=
1

2i
·
ei

x
2 + e−i x

2 −
[
ei(n+

1
2)x + e−i(n+ 1

2)x
]

e−i x
2 − ei

x
2

(4.4.38)

=
2

2i
·

ei
x
2 +e−i x

2

2
− e

i(n+1
2)x+e

−i(n+1
2)x

2

2i · e−i x
2 −ei

x
2

2i

(4.4.39)

= −
cos
(
n+ 1

2

)
x− cos x

2

2 sin x
2

(4.4.40)

以及

Tn =
n∑

k=1

cos kx =
n∑

k=1

eikx + e−ikx

2
=

1

2

(
n∑

k=1

eikx +
n∑

k=1

e−ikx

)
(4.4.41)

=
1

2

(
eix(1− einx)

1− eix
+

e−ix(1− e−inx)

1− e−ix

)
(4.4.42)

=
1

2
·
ei

x
2 − e−i x

2 −
[
ei(n+

1
2)x − e−i(n+ 1

2)x
]

e−i x
2 − ei

x
2

(4.4.43)

=
2i

2
·

ei
x
2 −e−i x

2

2i
− e

i(n+1
2)x−e

−i(n+1
2)x

2i

2i · e−i x
2 −ei

x
2

2i

(4.4.44)

=
sin
(
n+ 1

2

)
x− sin x

2

2 sin x
2

(4.4.45)

因此当 x ∈ (0, 2π) 时，sin x
2
̸= 0，那么 |

∑n
k=1 sin kx| ⩽ 1

sin x
2
，|
∑n

k=1 cos kx| ⩽ 1
sin x

2
均有界（对于

一个确定的 x 而言）.

题目 4.4.6. 判断级数
∑ sin nx

n
和
∑ cos nx

n
的敛散性.

解: 由于
∑

sinnx 和
∑

cosnx 部分和有界， 1
n
单调递减趋于 0，因此由 Dirichlet 判别法知，这两个

级数都收敛.

题目 4.4.7. 判断级数
∑ sin2 nx

n
和
∑ cos2 nx

n
的敛散性.

解: 由于 sin2 nx = 1−cos 2nx
2

，cos2 nx = 1+cos 2nx
2

. 而级数
∑ sin 2nx

n
和
∑ cos 2nx

n
收敛，但

∑
1
n
发散，

因此原级数发散.
注: 对收敛的级数任意加括号，不改变其敛散性；如果加括号后的级数发散，那么原级数一定发散. 因
此上述例题就是使用了定理的后半句.
注意，在不知道级数的敛散性的前提下，我们不能随便加括号. 上例是由于加括号后级数发散了，

才能判断它发散. 但是对于收敛的级数我们一般不这样做，因为在改变括号前，它既可能是收敛的，也
可能是发散的.
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题目 4.4.8. 判断级数
∑

(−1)n cos2 n
n
的敛散性.

解: 首先， 1
n
单调递减趋于 0，因此我们只需要级数

∑
(−1)n cos2 n 部分和有界即可.

由于∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(−1)n cos2 n
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(−1)n
1 + cos 2n

2

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

(−1)n
1

2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

(−1)n
cos 2n

2

∣∣∣∣∣ (4.4.46)

因此级数
∑

(−1)n cos2 n 部分和有界，原级数
∑

(−1)n cos2 n
n
收敛.

4.4.5 一类含有 (−1)⌊
√
n⌋ 的级数

首先，先不加证明地引入一个定理：

定理 4.4.6

若 an → 0(n → ∞) 且对级数
∑

an 加括号后得到的级数
∑∞

n=1 bn 收敛，且满足下述条件之一：

1. 存在 M > 0，使得每个括号内项数不超过 M ;
2. 每个括号内各项符号相同
3. 在每个括号内，任意截断误差对组内求和下标一致收敛于 0.
则级数

∑
an 收敛，且与

∑
bn 收敛到同一值.

注: 这里括号内各项符号相同指的是在加完括号后，对于同一个括号，括号内各项的符号是一致的.

证明. 设从第一项开始到每个括号的最后一个元素，分别有 N1, N2, · · · , Nn, · · · 项，则 bn = aNn−1+1 +

aNn−1+2 + · · ·+ aNn
.

1. 如果每个括号内都是有限项，设 bn 的前 n 项和为 Sn =
∑n

k=1 bk = a1 + a2 + · · · + aNn
. 设 an

的前 m 项和为 Tm =
∑m

k=1 ak = a1 + a2 + · · ·+ am，则必存在 Ni ⩽ m < Ni+1，则

Tm = a1 + a2 + · · ·+ am = Si +
m∑

k=Ni+1

ak (4.4.47)

设 Sn → L(n → ∞). 令 m → ∞，则 i → ∞，因此

|Tm − L| =

∣∣∣∣∣Si − L+
m∑

k=Ni+1

ak

∣∣∣∣∣ ⩽ |Si − L|+Mε < (M + 1)ε (4.4.48)

也即 Tm → L,m → ∞，故级数
∑

an 收敛.
2. 如果括号内的各项同号，仿照第一种情况的证明方法，有

|Tm − L| =

∣∣∣∣∣Si − L+
m∑

k=Ni+1

ak

∣∣∣∣∣ ⩽ |Si − L|+
Ni+1∑

k=Ni+1

|ak| = |Si − L|+ |bi| (4.4.49)
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令 m → ∞，则 i → ∞，此时 |bi| → 0，也即

|Tm − L| ⩽ ε+ ε = 2ε (4.4.50)

也即 Tm → L,m → ∞，故级数
∑

an 收敛.
3. 条件等价描述为：存在 Mk，且 limn→∞ Mk = 0，使得对每个 k 以及任意的 1 ⩽ p ⩽ Nk −Nk−1，

都有

−Mk ⩽ Rk(p) =

Nk−1+p∑
n=Nk−1+1

an ⩽ Mk (4.4.51)

同上，我们有 Ni ⩽ m = Ni + p < Ni+1，以及

|Tm − L| =

∣∣∣∣∣Si − L+
m∑

k=Ni+1

ak

∣∣∣∣∣ ⩽ |Si − L|+

∣∣∣∣∣
Ni+p∑

k=Ni+1

ak

∣∣∣∣∣ (4.4.52)

令 m → ∞，则 i → ∞, k → ∞，此时
∣∣∣∑Ni+p

k=Ni+1 ak

∣∣∣→ 0，也即

|Tm − L| ⩽ ε+ ε = 2ε (4.4.53)

也即 Tm → L,m → ∞，故级数
∑

an 收敛.

题目 4.4.9. 证明级数
∑ (−1)⌊

√
n⌋

n
收敛.

证明. 当 k2 ⩽ n ⩽ (k + 1)2 − 1, k ∈ N∗ 时，⌊
√
n⌋ = k. 考虑如下级数：

∞∑
k=1

(k+1)2−1∑
n=k2

(−1)k

n
=

∞∑
k=1

(−1)k
(k+1)2−1∑

n=k2

1

n
=

∞∑
k=1

(−1)kbk (4.4.54)

考虑
∣∣∣∑(k+1)2−1

n=k2
(−1)k

n

∣∣∣. 由于
∣∣∣∣∣∣
(k+1)2−1∑

n=k2

(−1)k

n

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1k2

− 1

k2 + 1
+

1

k2 + 2
− 1

k2 + 3
+ · · ·+ (−1)(k+1)2−1

(k + 1)2 − 1

∣∣∣∣∣ (4.4.55)

由于相邻两项（1,2 项，3,4 项等等）之和为正，无论最后一项是正数还是负数，上述绝对值可直接去掉
（不过由于 (k + 1)2 − 1 = k2 + 2k，则 (−1)k

2+2k = (−1)k
2

和第一项的正负号一致）.
因此∣∣∣∣∣∣

(k+1)2−1∑
n=k2

(−1)k

n

∣∣∣∣∣∣ = 1

k2
− 1

k2 + 1
+

1

k2 + 2
− 1

k2 + 3
+ · · ·+ (−1)(k+1)2−1

(k + 1)2 − 1
⩽ 2k + 1

k2(k2 + 1)
⩽ 2

k2
(4.4.56)
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那么

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
(k+1)2−1∑

n=k2

(−1)k

n

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑
k=1

2

k2
(4.4.57)

故级数
∑∞

k=1

∑(k+1)2−1
n=k2

(−1)k

n
绝对收敛，因此收敛. 也即级数

∑ (−1)⌊
√

n⌋

n
收敛.

注: 在不知道原级数的敛散性的前提下，不能写
∑ (−1)⌊

√
n⌋

n
=
∑∞

k=1

∑(k+1)2−1
n=k2

(−1)k

n
. 这是因为我们

将原级数进行了分组求和，也就是加括号！如果加完括号的级数收敛，我们是无法判断原级数是收敛还

是发散的，因此不能直接写等号. 上面我们使用了4.4.5（定理 4.4.6）的第 (2) 条件.

题目 4.4.10. 证明 αβ > 1, α ∈ N∗ 时级数
∑∞

n=1
(−1)n+⌊ α√n⌋

nβ 收敛.

证明. 当 kα ⩽ n ⩽ (k + 1)α − 1, k ∈ N∗ 时，⌊
√
n⌋ = k. 考虑级数：

∞∑
k=1

(k+1)α−1∑
n=kα

(−1)n+k

nβ
=

∞∑
k=1

(−1)k
(k+1)α−1∑

n=kα

(−1)n

nβ
(4.4.58)

对于任意的 1 ⩽ m < (k + 1)α − 1，有∣∣∣∣∣
kα+m∑
n=kα

(−1)n

nβ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1

kαβ
− 1

(kα + 1)β
+

1

(kα + 2)β
− 1

(kα + 3)β
+ · · ·+ (−1)k

α+m

(kα +m)β

∣∣∣∣ (4.4.59)

⩽
[

1

kαβ
− 1

(kα + 1)β

]
(m+ 1) ⩽

[
1

kαβ
− 1

(kα + 1)β

]
[(k + 1)α − kα] (4.4.60)

⩽ M1k
α(β−1)

k2αβ
·M2k

α−1 =
M

kα+1
→ 0(n → ∞) (4.4.61)

那么
∑∞

k=1(−1)k
∑(k+1)α−1

n=kα
(−1)n

nβ 绝对收敛，以及余项一致收敛于 0，因此原级数
∑∞

n=1
(−1)n+⌊ α√n⌋

n
收

敛.

注: 上面我们使用了4.4.5（定理 4.4.6）的第 (3) 条件.

题目 4.4.11. 判断级数
∑∞

n=2
(−1)n

n+(−1)⌊
√

n⌋ 和
∑∞

n=2
(−1)n√

n+(−1)⌊
√

n⌋ 的敛散性.

解: 对于第一个级数，

∞∑
n=2

(−1)n

n+ (−1)⌊
√
n⌋ =

∞∑
n=2

n(−1)n − (−1)n+⌊
√
n⌋

n2 − 1
(4.4.62)

由于
∑∞

n=2
n(−1)n

n2−1
收敛（Leibniz 判别法），以及

∑∞
n=2

(−1)n+⌊
√

n⌋

n2−1
绝对收敛，知第一个级数收敛.
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对于第二个级数，

∞∑
n=2

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋ =

∞∑
n=2

√
n(−1)n − (−1)n+⌊

√
n⌋

n− 1
(4.4.63)

由于
∑∞

n=2

√
n(−1)n

n−1
收敛（Leibniz 判别法），以及

∑∞
n=2

(−1)n+⌊
√

n⌋

n−1
收敛，故第二个级数收敛.

4.5 一些常见的误区

Q: 级数上标的无穷到底指的是什么？

A: 级数的定义为 limn→∞ Sn，上标只是一个形式，这种趋于无穷的过程，还是需要转为数列极限来看.

Q: 级数求和的上标为什么是 n，不能是 n2 或
√
n 吗？

A: 上标是 n 是由定义所致，级数的定义为 limn→∞ Sn，其中 Sn 为级数的部分和. 如果改为其它的上
标，例如 n2，那么 Sn2 = Sn + (Sn2 − Sn)，这说明在 Sn 和 Sn2 中还存在许多项，这已经不再是原级

数了. 我将从两个方面详细阐述：
1. 数列极限方面：对于一个数列 Sn，我们知道，如果它的一个子列收敛（例如 S2n），我们是无法

推出原数列收敛的. 那 Sn2 是什么呢？其实也是 Sn 的一个子列，因为如果我们把 Sn2 写开，会发现它

是

S1, S4, S9, S16, S25, S36, · · · , Sn2 , · · · (4.5.1)

确实是 Sn 的一个子列，因此 Sn2 收敛，无法推出 Sn 收敛，也无法推出 S⌊
√
n⌋ 收敛. 但是如果我们能

够证明 limn→∞(Sn2+k − Sn2) = 0,0 ⩽ k ⩽ 2n 一致成立（即固定 n 后，对任意的 k 都一致成立），那数

列 Sn 收敛.
对于子列收敛，但原数列不收敛的例子有很多，读者可以以奇偶子列为例举个不成立的例子.
现在考虑这个问题，如果 S⌊

√
n⌋ 收敛，那么 Sn 和 Sn2 也收敛吗？

事实上，Sn 和 Sn2 是 S⌊
√
n⌋ 的子列. 这是因为 S⌊

√
n⌋ 可以写成

S1, S1, S1, S2, S2, S2, S2, S2, S3, · · · (4.5.2)

若 Sn 收敛，那么 Sn2 一定收敛（子列），那么 S⌊
√
n⌋ 呢？我们直接考虑不太容易，不过可以使用

Cauchy 收敛准则，我们知道 ∀ε > 0, ∃N > 0，对任意 n > N 及任意 p ∈ N∗，都有

|Sn+p − Sn| < ε (4.5.3)

如果取 N ′ = N2，则 n > N ′ > N 时，⌊
√
n⌋ > N，因此

∣∣S⌊
√
n+p⌋ − S⌊

√
n⌋
∣∣ = ∣∣S⌊

√
n⌋+p − S⌊

√
n⌋
∣∣ < ε (4.5.4)

也即 S⌊
√
n⌋ 收敛.
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2. 级数方面：在 an → 0 (n → ∞) 的前提下，我们讨论下面三个表达式的区别与联系：

lim
n→∞

⌊
√
n⌋∑

k=1

ak , lim
n→∞

n∑
k=1

ak , lim
n→∞

n2∑
k=1

ak (4.5.5)

事实上，如果我们令 Sn =
∑n

k=1 ak，则结论和第一部分一致，也即：

lim
n→∞

n∑
k=1

ak = L ⇒ lim
n→∞

⌊
√
n⌋∑

k=1

ak = lim
n→∞

n2∑
k=1

ak = L

lim
n→∞

⌊
√
n⌋∑

k=1

ak = L ⇒ lim
n→∞

n∑
k=1

ak = lim
n→∞

n2∑
k=1

ak = L

lim
n→∞

n2∑
k=1

ak = L ⇏ lim
n→∞

⌊
√
n⌋∑

k=1

ak or lim
n→∞

n∑
k=1

ak convergence

(4.5.6)

这说明上标并不能随便改，要根据实际情况具体判断.

Q: 如果对分组后的级数前 m(n) 项极限存在，且项数有限可以去括号，那不就不需要定理 4.4.6 了吗？

A: 一般情况下，我们无法这样操作，这是因为不一定都成立（存在这样的 m(n)），除非你能取一个刚

好与原级数等价的前 m(n) 项. 例如，对于级数
∑∞

n=1
(−1)⌊

√
n⌋

n
，如果能证明 bk =

∑∞
k=1

∑k2+2k
n=k2

(−1)k

n
的

前 ⌊
√
n⌋ 项再取极限，但我们无法说原极限存在，
事实上，最主要的问题在于，如果你能证明

∑
bk 收敛，那么我们就知道 limn→∞

∑⌊
√
n⌋−1

k=1 bk 收敛，

但

lim
n→∞

⌊
√
n⌋−1∑
k=1

bk = lim
n→∞

⌊
√
n⌋−1∑
k=1

k2+2k∑
j=k2

(−1)k

j
= lim

n→∞

(⌊
√
n⌋)

2∑
k=1

ak (4.5.7)

它并不是级数
∑

an 的前 n− 1 项和，这是因为 (⌊
√
n⌋)2 ̸= n！当 k2 ⩽ n < (k+ 1)2 时，它们最多能差

2k ∼ 2
√
n 个数量级，并不和原级数等价.

Q: 级数改上标与数列改下标的区别是什么？

A: 数列改下标，本质上是产生了一个新的数列，新的数列通项已经发生了改变（如果令 bn = af(n)）.
但级数改上标，以整体的视角来看，只是把求和的项数更改了，求和的数列并没有改变；如果以前 n 项

和 Sn 这个数列视角来看，我们更改了 Sn 的通项.
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对于 Riemann 定积分，我们一般处理的被积函数是连续有界函数，积分区间一般也是有界的，即∫ b

a
f(x)dx. 但是，有两类反常积分，一类是积分区间无界（到 ∞），一类是被积函数在积分区间上不连

续，因此它们都有可能发散. 对于这两类积分，我们使用相应的敛散性判别法，判断它们的敛散性.

5.1 无穷限反常积分和瑕积分

定义 5.1.1： 无穷限反常积分

对于定义在 [a,+∞) 上的函数 f(x)，且在任意有限区间 [a, u] 上 Riemann 可积，如果存在极限

lim
u→+∞

∫ u

a

f(x)dx = J (5.1.1)

那么我们就称 J 为 f(x) 在 [a,+∞) 上的无穷限反常积分，记作

J =

∫ +∞

a

f(x)dx (5.1.2)

且此时称
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛. 如果 J 不存在，则称
∫ +∞
a

f(x)dx 发散.

我们可类似定义积分区间为 (−∞, b] 的无穷积分：∫ b

−∞
f(x)dx = lim

u→−∞

∫ b

u

f(x)dx (5.1.3)

对于积分区间为 (−∞,+∞) 的无穷积分，我们可以把它拆成两个无穷积分去考虑：∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

a

f(x)dx (5.1.4)

我们说
∫ +∞
−∞ f(x)dx 收敛，当且仅当对任意的有限数 a，

∫ a

−∞ f(x)dx 和
∫ +∞
a

f(x)dx 都收敛.
类似于定积分，无穷限反常积分也有形式上的 Newton-Leibniz 公式. 例如，若 F (x) 为 f(x) 的一

个原函数，则 ∫ +∞

a

f(x)dx = lim
u→+∞

∫ u

a

f(x)dx = lim
u→+∞

(F (u)− F (a)) = F (+∞)− F (a) (5.1.5)

其中 F (+∞) = limu→+∞ F (u) 只是一个记号.
类似地， ∫ a

−∞
f(x)dx = lim

v→−∞

∫ a

v

f(x)dx = lim
v→−∞

(F (a)− F (v)) = F (a)− F (−∞) (5.1.6)
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其中 F (−∞) = limv→−∞ F (u) 只是一个记号.
那么∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

a

f(x)dx = F (a)− F (−∞) + F (+∞)− F (a) = F (+∞)− F (−∞)

(5.1.7)

题目 5.1.1. 讨论无穷 p 积分的敛散性，即 ∫ +∞

1

1

xp
dx (5.1.8)

解: 1o 当 p = 1 时，
∫ +∞
1

1
x
dx = limu→+∞

∫ u

1
1
x
dx = limu→+∞ lnu = +∞ 发散.

2o 当 p ̸= 1 时，

∫ +∞

1

1

xp
dx = lim

u→+∞

∫ u

1

1

xp
dx = lim

u→+∞

u1−p

1− p
− 1

1− p
=

0 , p > 1

+∞ , p < 1
(5.1.9)

综上，对于无穷 p 积分，p > 1 时收敛，p ⩽ 1 时发散.

题目 5.1.2. 判断反常积分
∫ +∞
0

1
1+x2 的敛散性.

解: ∫ +∞

0

1

1 + x2
dx = lim

u→∞

∫ u

0

1

1 + x2
dx (5.1.10)

= lim
u→+∞

arctanx|u0 = arctanx|+∞
0 =

π

2
(5.1.11)

故收敛.

题目 5.1.3. 判断反常积分
∫ +∞
−∞

1
1+x2 的敛散性.

解: ∫ +∞

−∞

1

1 + x2
= arctanx|+∞

−∞ = π (5.1.12)

故收敛.
除了无穷限反常积分，我们还有一种反常积分，称为瑕积分.
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定义 5.1.2： 瑕积分

对于定义在 (a, b] 上的函数 f(x)，在 a 的右邻域内无界，但在其任意子区间 [u, b], u > a 上均有界

且 Riemann 可积，如果存在极限

lim
u→a+

∫ b

u

f(x)dx = J (5.1.13)

那么我们就称 J 为 f(x) 在 (a, b] 上的瑕积分，记作

J =

∫ b

a

f(x)dx (5.1.14)

且此时称
∫ b

a
f(x)dx 收敛. 如果 J 不存在，则称

∫ b

a
f(x)dx 发散.

仿照上述定义，我们可以类似定义在 [a, b)，且在 b 的左邻域无界的瑕积分：∫ b

a

f(x)dx = lim
u→b−

∫ u

a

f(x)dx (5.1.15)

以及在两端点的邻域内均无界的瑕积分，即 (a, b)：∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx = lim
u→a+

∫ c

u

f(x)dx+ lim
v→b−

∫ v

c

f(x)dx (5.1.16)

设 F (x) 为 f(x) 的一个原函数，则上面三式亦写为统一的形式：∫ b

a

f(x)dx = F (b− 0)− F (a+ 0) (5.1.17)

其中 F (b− 0) 表示 F (x) 在 b 的左极限，F (a+ 0) 表示 F (x) 在 a 的右极限.1

一个经典的例子，就是讨论瑕积分 p 积分的敛散性.

题目 5.1.4. 讨论 (0, 1] 区间上的 p 积分的敛散性，即∫ 1

0

1

xp
dx (5.1.18)

解: 1o 当 p = 1 时，
∫ 1

0
1
x
dx = limu→0+

∫ 1

u
1
x
dx = − limu→0+ lnu = +∞ 发散.

2o 当 p ̸= 1 且 p > 0 时，

∫ 1

0

1

xp
dx = lim

u→0+

∫ 1

u

1

xp
dx =

1

1− p
− lim

u→0+

u1−p

1− p
=

+∞ , p > 1

0 , 0 < p < 1
(5.1.19)

1如果 b 点左极限存在，那么 F (b − 0) = F (b)，同理若 a 点右极限存在，那么 F (a + 0) = F (a).
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3o 当 p ⩽ 0 时，原积分不是瑕积分，故收敛. 综上，对于原积分，p ⩾ 1 时发散，p < 1 时收敛.

无穷限反常积分可以和瑕积分相互转化. 我们以无穷 p 积分为例.∫ +∞

1

1

xp
dx

t= 1
x=

∫ 0

1

tp
(
− 1

t2

)
dt =

∫ 1

0

1

t2−p
dt

那么 2− p ⩾ 1，即 p ⩽ 1 时原积分发散；2− p < 1，即 p > 1 时原积分发散.

这两类反常积分是非常重要的积分，尤其是 p 积分. 如果容易记混淆，可以先记 p = 1 时发散，然

后代入 p = 0 看看是收敛还是发散的. 如果收敛，则 p < 1 收敛，否则发散.

5.2 无穷限反常积分敛散性判别法

对于一些能够“积出来”的反常积分，我们可以按照定义取极限判断其敛散性. 但有时候，积分表
达式没有初等表示，如

∫
ex

2

dx，
∫ ln x

x
dx 等，虽然它们的原函数确实存在，甚至反常积分能求出来，但

是我们一般不按照定义去做了. 这启示我们，找到反常积分敛散性判别法是必要的. 由于反常积分和级
数的相似性，我们可以使用类似级数敛散性判别法的方法找到反常积分敛散性判别法.

5.2.1 无穷限反常积分的性质

首先，由于我们是通过极限判断反常积分是否收敛的，因此我们可以使用 Cauchy 收敛准则，对反
常积分的敛散性进行判断.

定理 5.2.1： 无穷限反常积分的 Cauchy 收敛准则

无穷限反常积分
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛的充要条件是：∀ε > 0, ∃X > a, 当 u1, u2 > X 时，有∣∣∣∣∫ u2

a

f(x)dx−
∫ u1

a

f(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ u2

u1

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε (5.2.1)

当取 u2 = u1 + p,u1 = u 时，定理即为：∀ε > 0, ∃X > a, 当 u > X 时，对 ∀p ⩾ 0 有∣∣∣∣∫ u+p

a

f(x)dx−
∫ u

a

f(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ u+p

u

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε (5.2.2)

证明. (⇒) 当
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛时，即 limu→∞
∫ u

a
f(x)dx 收敛，因此 ∀ε > 0, ∃X > a, 当 u1, u2 > X

时，有 ∣∣∣∣∫ u2

a

f(x)dx−
∫ u1

a

f(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ u2

u1

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε (5.2.3)

(⇐) 令 h(u) =
∫ u

a
f(x)dx，则由已知，∀ε > 0, ∃X > a, 当 u1, u2 > X 时，有 |h(u1)− h(u2)| < ε，

因此 h(u) 收敛，即
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛.

66



数学分析 I —知识总结

在 Cauchy 收敛准则中，令 p → +∞，则
∣∣∣∫ +∞

u
f(x)dx

∣∣∣ < ε. 又由

∫ +∞

a

f(x)dx =

∫ u

a

f(x)dx+

∫ +∞

u

f(x)dx (5.2.4)

故知，当 u > X，且
∣∣∣∫ +∞

u
f(x)dx

∣∣∣ < ε 时，
∫ u

a
f(x)dx 可看做定积分. 故此时

∫ +∞
a

f(x)dx 收敛.

即
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛的另一个充要条件是：∀ε > 0, ∃X > a, 当 u > X 时，有
∣∣∣∫ +∞

u
f(x)dx

∣∣∣ < ε.

类似于级数中的定义，反常积分也有绝对收敛和条件收敛一说.

定义 5.2.1： 无穷限反常积分的绝对收敛与条件收敛

若
∫ +∞
a

|f(x)|dx 收敛，则反常积分
∫ +∞
a

f(x)dx 绝对收敛；若
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛，但
∫ +∞
a

|f(x)|dx
发散，则称反常积分

∫ +∞
a

f(x)dx 条件收敛.

定理 5.2.2

若 f(x) 在任何有限区间 [a, u] 上 Riemann 可积，且
∫ +∞
a

|f(x)|dx 收敛，则
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛.

提示: 我们只需使用 Cauchy 收敛准则，以及三角不等式即可证明.

证明. 已知 limu→+∞
∫ u

a
|f(x)|dx 收敛，那么 ∀ε > 0, ∃X > a, 当 u > X 时，对 ∀p ⩾ 0 有∣∣∣∣∫ u+p

a

|f(x)|dx−
∫ u

a

|f(x)|dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ u+p

u

|f(x)|dx
∣∣∣∣ < ε (5.2.5)

但 ∣∣∣∣∫ u+p

a

f(x)dx−
∫ u

a

f(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ u+p

u

f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ u+p

u

|f(x)|dx
∣∣∣∣ < ε (5.2.6)

故
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛.

5.2.2 非负函数无穷限反常积分敛散性判别法

设 f(x) ⩾ 0，那么无穷限反常积分
∫ +∞
a

f(x)dx 称为非负函数的无穷限反常积分. 类似于数项级数
的正项级数部分，非负函数的无穷限反常积分也有类似的判别法.
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定理 5.2.3： 比较原则

设 f(x), g(x)为定义在 [a,+∞)上的非负函数，且内闭 Riemann可积（即在任意的 [m,n] ⊂ [a,+∞)

内 Riemann 可积），且满足

f(x) ⩽ g(x), x ⩾ a (5.2.7)

那么：

(1) 当
∫ +∞
a

g(x)dx 收敛时，
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛；

(2) 当
∫ +∞
a

f(x)dx 发散时，
∫ +∞
a

g(x)dx 发散.

提示：使用 Cauchy 收敛准则即可证明.

题目 5.2.1. 判断下述级数的敛散性：

(1)
∫ +∞
0

sin x
1+x2 dx (2)

∫ +∞
1

x arctan x
1+x3 dx

解: (1) 考虑加了绝对值的积分，我们有∫ +∞

0

| sinx|
1 + x2

dx ⩽
∫ +∞

0

1

1 + x2
dx =

π

2
(5.2.8)

故原无穷积分绝对收敛，因此原积分收敛.
(2) 由于被积函数非负，且∫ +∞

1

x arctanx

1 + x3
dx ⩽ π

2

∫ +∞

1

x

1 + x3
dx ⩽ π

2

∫ +∞

1

1

x2
dx (5.2.9)

收敛.
类似地，对于非负函数无穷积分的敛散性判别法，我们也有比较原则的极限形式.

推论 5.2.1： 比较原则的极限形式

设函数 f, g 在 [a,+∞) 上内闭 Riemann 可积，f(x) ⩾ 0, g(x) > 0，且 limx→+∞
f(x)
g(x)

= c，则：

(1) 当 0 < c < +∞ 时，
∫ +∞
a

f(x)dx 与
∫ +∞
a

g(x)dx 同敛散；

(2) 当 c = 0 时，
∫ +∞
a

g(x)dx 收敛时，则
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛；

(3) 当 c = +∞ 时，
∫ +∞
a

g(x)dx 发散时，则
∫ +∞
a

f(x)dx 发散.

题目 5.2.2. 讨论下述反常积分的敛散性：(1)
∫ +∞
1

xαe−xdx (2)
∫ +∞
0

x2
√
x5+1

dx

解: (1) 考虑与 1
x2 进行比较. 由于

lim
x→+∞

xαe−x

1
x2

= lim
x→+∞

xα+2

ex
= 0 (5.2.10)
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则原反常积分收敛；

(2) 考虑与 1√
x
进行比较. 由于

lim
x→+∞

x2
√
x5+1
1√
x

= lim
x→+∞

x5/2

√
x5 + 1

= 1 (5.2.11)

而
∫ +∞
0

1√
x
dx 发散，故原反常积分发散.

5.2.3 一般函数无穷限反常积分敛散性判别法

对于一般函数（不规定正负）的无穷限反常积分敛散性，也有类似的 Abel-Dirichlet 判别法.

定理 5.2.4： Dirichlet 判别法

若 F (u) =
∫ u

a
f(x)dx 在 [a,+∞) 上有界，g(x) 在 [a,+∞) 上当 x → +∞ 时单调趋于 0，那么∫ +∞

a
f(x)g(x)dx 收敛.

证明. 由条件，知
∣∣∫ u

a
f(x)dx

∣∣ ⩽ M . ∀ε > 0, ∃X > a，当 x > X 时，有 |g(x)| < ε
4M

.
由于 g(x) 单调，故可使用积分第二中值定理，对于任意 u2 > u1 > X，存在 ξ ∈ [u1, u2]，使得∫ u2

u1

f(x)g(x)dx = g(u1)

∫ ξ

u1

f(x)dx+ g(u2)

∫ u2

ξ

f(x)dx (5.2.12)

以及 ∣∣∣∣∫ u2

u1

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ |g(u1)| ·

∣∣∣∣∣
∫ ξ

u1

f(x)dx

∣∣∣∣∣+ |g(u2)| ·
∣∣∣∣∫ u2

ξ

f(x)dx

∣∣∣∣
= |g(u1)| ·

∣∣∣∣∣
∫ ξ

a

f(x)dx−
∫ u1

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣+ |g(u2)| ·

∣∣∣∣∣
∫ u2

a

f(x)dx−
∫ ξ

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣
<

ε

4M
· 2M +

ε

4M
· 2M = ε

(5.2.13)

由 Cauchy 收敛准则知
∫ +∞
a

f(x)g(x)dx 收敛.

定理 5.2.5： Abel 判别法

若
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛，g(x) 在 [a,+∞) 上单调有界，那么
∫ +∞
a

f(x)g(x)dx 收敛.

证明方法同上，只不过这时候把方式的上界对换一下即可，即使用
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛的 Cauchy 准
则加以证明.

题目 5.2.3. 讨论
∫ +∞
1

sin x
xp dx 与

∫ +∞
1

sin2 x
xp dx，p > 0 时的敛散性.

解: (1)1o,p > 1 时绝对收敛.
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2o,0 < p ⩽ 1 时，
∫ u

1
sinxdx ⩽ 2，以及 1

xp 当 x → +∞ 时单调递减趋于 0. 由 Dirichlet 判别法知
原反常积分收敛.

(2)1o,p > 1 时绝对收敛.
2o,0 < p ⩽ 1 时，由于 ∫ +∞

1

sin2 x

xp
dx =

∫ +∞

1

1

2xp
dx−

∫ +∞

1

cos 2x
2xp

dx (5.2.14)

第一部分发散，第二部分收敛，故原反常积分发散.
虽然反常积分和级数很相似，但也不是所有的结论都能照搬过来. 例如在级数中，级数收敛的必要

条件是通项的极限为 0，即若级数
∑

an 收敛，则 limn→∞ an = 0. 但在反常积分中，这个性质不一定成
立，这是因为积分的变化较多，比如三角代换，区间再现，倒代换等，都会改变被积函数的性态，从而

导致结论不成立.

题目 5.2.4. 证明：若
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛，且 f(x) 连续，但不一定有 limx→∞ f(x) = 0.

解: 考虑
∫ +∞
1

sinx2dx，显然当 x → +∞ 时，被积函数不趋于 0. 但如果我们做变换 t = x2，则∫ +∞

1

sinx2dx
t=x2

=

∫ +∞

1

sin t

2
√
t
dt (5.2.15)

由 Dirichlet 判别法知原反常积分收敛.
由上述题目可知，题目条件较弱. 如果我们再添加一些条件，就能使得被积函数极限为 0.

题目 5.2.5. 若 f(x) 在 [a,+∞) 上内闭 Riemann 可积，且
∫ +∞

a

f(x)dx 收敛，证明：当 f(x) 再满

足下面的任意一个条件时，有 lim
x→+∞

f(x) = 0.
(1) lim

x→+∞
f(x) 存在；

(2)f(x) 在 [a,+∞) 上单调. 进一步，我们可推出 lim
x→+∞

xf(x) = 0；

(3)f(x) 在 [a,+∞) 可导，且

∫ +∞

a

f ′(x)dx 也收敛；

(4)f(x) 在 [a,+∞) 上一致连续；

(5)f(x) 在 [a,+∞) 上满足 Lipschitz 连续；
(6)f(x) 在 [a,+∞) 上可导，且导函数有界.

证明. (1) 反证法，设 limx→+∞ f(x) = A ̸= 0.
若 A > 0，则 ∃M > 0，当 x > M 时，有 f(x) > A

2
> 0. 则

∫ +∞

a

f(x)dx =

∫ M

a

f(x)dx+

∫ +∞

M

f(x)dx >

∫ M

a

f(x)dx+

∫ +∞

M

A

2
dx = +∞ (5.2.16)

矛盾！
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若 A < 0，则 ∃M > 0，当 x > M 时，有 f(x) < A
2
> 0. 则

∫ +∞

a

f(x)dx =

∫ M

a

f(x)dx+

∫ +∞

M

f(x)dx <

∫ M

a

f(x)dx+

∫ +∞

M

A

2
dx = −∞ (5.2.17)

矛盾！

综上，假设不成立，则 limx→+∞ f(x) = A = 0.
(2) 首先证明 limx→+∞ f(x) = 0. 不妨设 f(x) 单调递减（单调递增类似），则有两种情况：

1.limx→+∞ f(x) = −∞,2.limx→+∞ f(x) = A.
对于第 2 种情况，我们已在 (1) 中证明 A = 0，故只需就第一种情况加以讨论. 由 limx→+∞ f(x) =

−∞，知 ∃M > 0，当 x > M 时，有 f(x) ⩽ f(x0) < 0. 但∫ +∞

a

f(x)dx =

∫ M

a

f(x)dx+

∫ +∞

M

f(x)dx <

∫ M

a

f(x)dx+

∫ +∞

M

f(x0)dx = −∞ (5.2.18)

矛盾！故这种情况不会出现. 因此 limx→+∞ f(x) = 0.
下面证明 limx→+∞ xf(x) = 0. 不妨设 f(x)单调递减（单调递增类似），则 f(x) ⩾ 0. 由

∫ +∞
a

f(x)dx

收敛，知 ∀ε > 0, ∃M > a，当 x > 2M 时，有

ε

2
>

∫ x

x
2

f(t)dt ⩾ x

2
f(x) (Cauchy) (5.2.19)

故 0 < xf(x) < ε，即 limx→+∞ xf(x) = 0.
(3) 已知

−∞ < lim
u→+∞

∫ u

a

f ′(x)dx = lim
u→+∞

[f(u)− f(a)] = lim
u→+∞

f(u)− f(a) < +∞ (5.2.20)

即 limx→+∞ f(x) 收敛，由 (1) 知 limx→+∞ f(x) = 0.
(4) 由 f(x) 的一致连续性，知 ∀ε > 0, ∃δ > 0，对任意 u1, u2 ∈ [a,+∞)，当 |u1 − u2| < δ 时，有

|f(u1)− f(u2)| < ε (5.2.21)

由于
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛，则存在 M > 0，使得 x > M 时，有
∣∣∣∫ x+δ

x
f(t)dt

∣∣∣ < δε.
当 x < t < x+ δ 时，有 f(t)− ε < f(x) < f(t) + ε(一致收敛性).
故 ∫ x+δ

x

f(t)dt− δε ⩽
∫ x+δ

x

f(x)dt ⩽
∫ x+δ

x

f(t)dt+ δε (5.2.22)

那么
∣∣∣∫ x+δ

x
f(x)dt−

∫ x+δ

x
f(t)dt

∣∣∣ ⩽ δε.
当 x > M 时，

|f(x)| = 1

δ

∣∣∣∣∣
∫ x+δ

x

f(x)dt

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

δ

[∣∣∣∣∣
∫ x+δ

x

f(x)dt−
∫ x+δ

x

f(t)dt

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ x+δ

x

f(t)dt

∣∣∣∣∣
]
< 2ε (5.2.23)
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故 limx→+∞ xf(x) = 0.
(5),(6) 均可推出 (4)，故成立. 证毕.

当然 (4) 的证明也可以使用反证法，这里不再叙述.
反常积分收敛，甚至不能推出被积函数有界（但在 Riemann 积分中成立），因此对待反常积分，需

要更加谨慎.

5.3 瑕积分的敛散性判别法

瑕积分和无穷限反常积分有很多共同之处，它们之间能够相互转化，因此瑕积分的性质、敛散性判

别法和无穷限反常积分很相似.

5.3.1 瑕积分的性质

定理 5.3.1： 瑕积分的 Cauchy 收敛准则

设瑕积分
∫ b

a
f(x)dx 的瑕点为 a，则其收敛的充要条件是：∀ε > 0, ∃δ > 0，只要 u1, u2 ∈ (a, a+ δ)，

总有 ∣∣∣∣∣
∫ a

u1

f(x)dx−
∫ b

u2

f(x)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ u2

u1

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε (5.3.1)

瑕积分也有积分可加性. 设 f1, f2 的瑕点均为 a，则当
∫ b

a
f1(x)dx 和

∫ b

a
f2(x)dx 均收敛时，对任意

k1, k2，都有 k1
∫ b

a
f1(x)dx+ k2

∫ b

a
f2(x)dx 也收敛，且

k1

∫ b

a

f1(x)dx+ k2

∫ b

a

f2(x)dx = k1

∫ b

a

f1(x)dx+ k2

∫ b

a

f2(x)dx (5.3.2)

同样的，瑕积分也有绝对收敛和条件收敛.

定义 5.3.1： 绝对收敛和条件收敛

设瑕积分
∫ b

a
f(x)dx 的瑕点为 a，若

∫ b

a
|f(x)| dx 收敛，则称原瑕积分绝对收敛. 且此时

∫ b

a
f(x)dx

也收敛，并且有 ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ b

a

|f(x)|dx (5.3.3)

若
∫ b

a
|f(x)| dx 发散，但

∫ b

a
f(x)dx 收敛，则称为条件收敛.

无穷限反常积分的结论可以平移到瑕积分里：
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定理 5.3.2： 比较原则

设 f(x), g(x) 为定义在 (a, b] 上的非负函数，瑕点均为 x = a，且内闭 Riemann 可积（即在任意的
[m,n] ⊂ (a, b] 内 Riemann 可积），且满足

f(x) ⩽ g(x), x ∈ (a, b] (5.3.4)

那么：

(1) 当
∫ b

a
g(x)dx 收敛时，

∫ b

a
f(x)dx 收敛；

(2) 当
∫ b

a
f(x)dx 发散时，

∫ b

a
g(x)dx 发散.

推论 5.3.1： 比较原则的极限形式

设函数 f, g 在 [a, b) 上内闭 Riemann 可积，f(x) ⩾ 0, g(x) > 0，且 limx→a+
f(x)
g(x)

= c，则：

(1) 当 0 < c < +∞ 时，
∫ b

a
f(x)dx 与

∫ b

a
g(x)dx 同敛散；

(2) 当 c = 0 时，
∫ b

a
g(x)dx 收敛时，则

∫ b

a
f(x)dx 收敛；

(3) 当 c = +∞ 时，
∫ b

a
g(x)dx 发散时，则

∫ b

a
f(x)dx 发散.

对于一般函数（不规定正负）的瑕积分敛散性，也有类似的 Abel-Dirichlet 判别法.

定理 5.3.3： Dirichlet 判别法

设 x = a 为 f(x) 的瑕点. 若 F (u) =
∫ b

u
f(x)dx 在 (a, b] 上有界，g(x) 在 (a, b] 上单调且

limx→a+ g(x) = 0，那么
∫ b

a
f(x)g(x)dx 收敛.

定理 5.3.4： Abel 判别法

设 x = a 为 f(x) 的瑕点. 若
∫ b

a
f(x)dx 收敛，g(x) 在 (a, b] 上单调有界，那么

∫ b

a
f(x)g(x)dx 收敛.

当然也有同时为瑕积分和反常积分的情况，这时候我们只需把它分为瑕积分和反常积分即可.

题目 5.3.1. 判断反常积分 Φ(α) =
∫ +∞
0

xα−1

1+x
dx 的敛散性.

由于 Φ(α) =
∫ +∞
0

xα−1

1+x
dx =

∫ 1

0
xα−1

1+x
dx +

∫ +∞
1

xα−1

1+x
dx = I(α) + J(α), 只需分别讨论 I(α) 和 J(α)

的敛散性即可. 不过这里我们换种思路，我们之前说过无穷积分和瑕积分可以相互转换，因此我们也可
以尝试把 I(α) 和 J(α) 联系起来.
解: 由 ∫ +∞

1

xα−1

1 + x
dx

t= 1
x=

∫ 1

0

(
1
t

)α−1

1 + 1
t

· 1

t2
dt =

∫ 1

0

t−α

t+ 1
dt =

∫ 1

0

x−α

x+ 1
dx (5.3.5)

故 1− α > 0 且 α > 0，即 0 < α < 1 时收敛，其余情况均发散.
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5.4 特殊函数

除了我们一般接触到的初等函数外，还有一些需要注意的特殊函数，它们基本上由积分定义，且很

实用.

5.4.1 Gamma 函数

Γ(x) 伽马函数，是由欧拉对阶乘解析延拓得到的，因此它继承了阶乘的性质，而且还有一些额外的

性质.

定义 5.4.1： Gamma 函数

Gamma 函数可以由积分定义：

Γ(z) =

∫ +∞

0

xz−1e−xdx (5.4.1)

对于任意的 z > 0，有 Γ(z + 1) = zΓ(z). 特别地，如果 z 是正整数，那么 Γ(n+ 1) = n!.

题目 5.4.1. 证明:Γ(z + 1) = zΓ(z) 以及 Γ(n+ 1) = n!，其中 n 为正整数.

证明.

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

xze−xdx = −
∫ +∞

0

xzd(e−x)

= −xze−x
∣∣+∞
0

+ z

∫ +∞

0

xz−1e−xdx

= zΓ(z)

(5.4.2)

如果 z = 1，那么 Γ(1) =
∫ +∞
0

e−xdx = 1.
因此

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n · (n− 1)Γ(n− 1) = n · (n− 1) · · · 2 · 1 · Γ(1) = n! (5.4.3)

除了积分定义，Gamma 函数还有无穷乘积的定义.

定义 5.4.2： Gamma 函数无穷乘积定义

Gamma 函数可以按如下定义：

Γ(z) = lim
n→∞

n! · nz

z(z + 1) · · · (z + n)
(z > 0) (5.4.4)
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证明过程较为复杂，需要用到控制收敛定理，并构造辅助函数 Γn(z) =
∫ n

0
xz−1

(
1− x

n

)n
dx. 其中

limn→∞ Γn(z) = Γ(z) 这部分不证明，直接使用.

证明. 令 Γn(z) =
∫ n

0
xz−1

(
1− x

n

)n
dx.

令 x = tn, dx = ndt，则

Γn(z) =

∫ n

0

xz−1
(
1− x

n

)n
dx = n

∫ 1

0

(nt)z−1(1− t)ndt = nz

∫ 1

0

tz−1(1− t)ndt (5.4.5)

使用 Beta 函数的定义，知

Γn(z) = nz Γ(z)Γ(n+ 1)

Γ(n+ z + 1)
=

n! · nz

z(z + 1) · · · (z + n)
(5.4.6)

两边同时取极限即可.

题目 5.4.2. 求

lim
n→∞

n!

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)
(a > 0)

解:

lim
n→∞

n!

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)
= lim

n→∞

n!na

a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)
· a

na
= Γ(a) · lim

n→∞

a

na
= 0 (5.4.7)

Gamma 函数中，最重要的公式就是余元公式了.

定理 5.4.1： 余元公式

设 0 < s < 1，则有下述公式：

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sinπs
(0 < s < 1) (5.4.8)

余元公式的证明较为复杂，在此不进行证明.
通过余元公式，我们能求出一些之前难以求得的数值.

题目 5.4.3. 求 Gauss 积分 I =
∫ +∞
0

e−x2

dx.

解: 对 Gamma 函数做代换 x = t2，则

Γ(s) =

∫ +∞

0

t2s−2e−t22tdt = 2

∫ +∞

0

t2s−1e−t2dt (5.4.9)

那么 I = 1
2
Γ
(
1
2

)
. 下面求 Γ

(
1
2

)
.
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由余元公式

Γ

(
1

2

)
Γ

(
1

2

)
=

π

sin π
2

= π (5.4.10)

故 Γ
(
1
2

)
=

√
π. 因此 I =

√
π
2

.

因此，我们可以求得

1

2
! = Γ

(
3

2

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
(5.4.11)

定理 5.4.2： Gamma 函数的性质

Γ(z) 在 z > 0 处处连续且无穷次可导.

题目 5.4.4. 证明：limn→∞
(
n− Γ

(
1
n

))
= −Γ

′
(1).

证明.

lim
n→∞

(
n− Γ

(
1

n

))
= lim

n→∞

1− 1
n
Γ
(
1
n

)
1
n

= lim
x→0+

1− xΓ(x)

x

= lim
x→0+

1− Γ(1 + x)

x
= lim

x→0+

−Γ
′
(1 + x)

1

= −Γ
′
(1)

(5.4.12)

注: 通过计算，亦可得到 −Γ
′
(1) = γ(欧拉常数).

题目 5.4.5. 计算 limn→∞
Γ( 1

n+2)
Γ( 1

n+1)
.

解: 使用余元公式，得

Γ

(
1

n+ 2

)
Γ

(
1− 1

n+ 2

)
=

π

sin
(

π
n+2

) (5.4.13)

Γ

(
1

n+ 1

)
Γ

(
1− 1

n+ 1

)
=

π

sin
(

π
n+1

) (5.4.14)
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因此

lim
n→∞

Γ
(

1
n+2

)
Γ
(

1
n+1

) = lim
n→∞

Γ
(
1− 1

n+1

)
sin
(

π
n+1

)
Γ
(
1− 1

n+2

)
sin
(

π
n+2

) = lim
n→∞

Γ
(
1− 1

n+1

)(
π

n+1

)
Γ
(
1− 1

n+2

)(
π

n+2

)
= lim

n→∞

Γ
(
1− 1

n+1

)
Γ
(
1− 1

n+2

) =
Γ(1)

Γ(1)
= 1

(5.4.15)

注: Γ(z) 在 0 处发散（趋于 +∞）.

题目 5.4.6. 计算 limn→∞

[
Γ
(

1
n+2

)
− Γ

(
1

n+1

)]
.

解: 使用余元公式，得

Γ

(
1

n+ 2

)
Γ

(
1− 1

n+ 2

)
=

π

sin
(

π
n+2

) (5.4.16)

Γ

(
1

n+ 1

)
Γ

(
1− 1

n+ 1

)
=

π

sin
(

π
n+1

) (5.4.17)

因此：

lim
n→∞

[
Γ

(
1

n+ 2

)
− Γ

(
1

n+ 1

)]

= lim
n→∞

π

 1

Γ
(
1− 1

n+2

)
sin π

n+2

− 1

Γ
(
1− 1

n+1

)
sin π

n+1


= lim

n→∞
π

Γ
(
1− 1

n+1

)
sin π

n+1
− Γ

(
1− 1

n+2

)
sin π

n+2

Γ
(
1− 1

n+2

)
sin π

n+2
· Γ
(
1− 1

n+1

)
sin π

n+1


= lim

n→∞
π

Γ
(
1− 1

n+1

)
sin π

n+1
− Γ

(
1− 1

n+2

)
sin π

n+2

π
n+2

· π
n+1


= lim

n→∞

n2

π
·

π cos π
ξ
Γ
(
1− 1

ξ

)
ξ2

−
sin π

ξ
Γ′
(
1− 1

ξ

)
ξ2

 (n+ 1 < ξ < n+ 2)

= lim
n→∞

n2

ξ2
cos π

ξ
Γ

(
1− 1

ξ

)
= 1

(5.4.18)

注: 最后使用了 Lagrange 中值定理，即令 f(x) = Γ
(
1− 1

x

)
sin π

x
，则

f
′
(x) = Γ

(
1− 1

x

)
cos π

x
·
(
− π

x2

)
+

1

x2
Γ

′
(
1− 1

x

)
sin π

x
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则

f(n+ 1)− f(n+ 2) = −f
′
(ξ) =

Γ
(
1− 1

ξ

)
cos π

ξ

ξ2
π −

Γ
′
(
1− 1

ξ

)
sin π

ξ

ξ2

5.4.2 Beta 函数

Beta 函数也是由积分定义的一个重要的双变量函数.

定义 5.4.3： Beta 函数

Beta 函数的定义为：

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx (p, q > 0) (5.4.19)

Beta 函数也有很重要的性质：

定理 5.4.3： 对称性

Beta 函数的两个参数可以对换 B(p, q) = B(q, p).

证明.

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx
x=1−t
=

∫ 1

0

(1− t)p−1tq−1dt = B(q, p) (5.4.20)

定理 5.4.4： 与 Gamma 函数的转化

Beta 函数可以用 Gamma 函数表示：

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
(5.4.21)

证明. 首先，我们有

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

xp−1e−xdx

∫ +∞

0

xq−1e−xdx =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

xp−1e−xyq−1e−ydxdy (5.4.22)

令 x = uv, u = u(1− v)，则 u = x+ y, v = x
x+y
，且 |J| = u，则

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

∫ 1

0

(uv)p−1uq−1(1− v)q−1e−uudvdu

=

∫ +∞

0

up+q−1e−udu

∫ 1

0

vp−1(1− v)q−1dv

= Γ(p+ q)B(p, q)

(5.4.23)
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注: 这个证明使用了二重积分变量替换，未学过的读者可以跳过. 其中 Jacobi 矩阵 J = ∂(x,y)
∂(u,v)

.

注: 从这个定理也可以看出 B(p, q) = B(q, p).

我们还可以使用变量替换，得到一些不同形式的 Beta 函数.

1. 令 x = u
1+u
，则 dx = 1

(1+u)2
du，那么

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx =

∫ +∞

0

up−1

(1 + u)p−1
· 1

(1 + u)q+1
du =

∫ +∞

0

up−1

(1 + u)p+q
du (5.4.24)

2. 再令 u = tα, du = αtα−1，那么

B(p, q) = α

∫ +∞

0

tαp−1

(1 + tα)p+q
du (5.4.25)

3. 或者使用三角代换，令 x = sin2 t, dx = 2 sin t cos tdt. 那么

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx = 2

∫ π
2

0

sin2p−2 t · cos2q−2 · sin t · cos tdt = 2

∫ π
2

0

sin2p−1 t · cos2q−1 dt

(5.4.26)

那么 ∫ π
2

0

sinp−1 t · cosq−1 dt =
1

2
B
(p
2
,
q

2

)
(5.4.27)

由此，我们可以推出 Wallis 公式.

定理 5.4.5： Wallis 公式

设 n ⩾ 1 为正整数，则

∫ π
2

0

sinn xdx =

∫ π
2

0

cosn xdx =


(n−1)!!

n!!
, n为奇数

(n−1)!!
n!!

· π
2

, n为偶数
(5.4.28)

证明. 由于 ∫ π
2

0

sinn xdx =
1

2
B

(
n+ 1

2
,
1

2

)
=

1

2
B

(
1

2
,
n+ 1

2

)
=

∫ π
2

0

cosn xdx (5.4.29)

以及

1

2
B

(
n+ 1

2
,
1

2

)
=

1

2
·
Γ
(
n+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
n
2
+ 1
) (5.4.30)

79



数学分析 I —知识总结

当 n ⩾ 1 为奇数时，令 n = 2k + 1, k = 0, 1, 2, · · ·，那么

1

2
·
Γ
(
n+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
n
2
+ 1
) =

1

2
·
Γ(k + 1)Γ

(
1
2

)
Γ
(
k + 1 + 1

2

) =
1

2
·

k! · Γ
(
1
2

)
1
2
· 3
2
· · · 2k+1

2
· Γ
(
1
2

)
=

2k · k!
1 · 3 · 5 · · · (2k + 1)

=
(2k)!!

(2k + 1)!!
=

(n− 1)!!

n!!

(5.4.31)

当 n ⩾ 1 为偶数时，令 n = 2k, k = 1, 2, · · ·，那么

1

2
·
Γ
(
n+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
n
2
+ 1
) =

1

2
·
Γ
(
k + 1

2

)
Γ
(
1
2

)
Γ (k + 1)

=
1

2
·

2k−1
2

· 2k−3
2

· · · 1
2
· Γ2

(
1
2

)
k!

=
π

2
· 1 · 3 · 5 · · · (2k − 1)

2k · k!
=

π

2
· (2k − 1)!!

(2k)!!
=

(n− 1)!!

n!!
· π
2

(5.4.32)

题目 5.4.7. 求
∫ π

2

0
3
√

tanxdx.

解: ∫ π
2

0

3
√

tanxdx =

∫ π
2

0

(sinx)
1
3 (cosx)−

1
3 dx =

1

2
B

(
2

3
,
1

3

)
=

1

2
·
Γ
(
2
3

)
Γ
(
1
3

)
Γ(1)

=
1

2
· π

sin π
3

=

√
3

3
π

(5.4.33)

题目 5.4.8. 计算
∫ +∞
0

1
1+x4 dx.

解: 使用

B(p, q) =

∫ +∞

0

up−1

(1 + u)p+q
du

u=x4

= 4

∫ +∞

0

x4p−1(1 + x4)−p−qdx (5.4.34)

令

p+ q = 1

4p− 1 = 0
，则 p = 1

4
, q = 3

4
. 则

∫ +∞

0

1

1 + x4
dx =

1

4
B

(
1

4
,
3

4

)
=

1

4
· π

sin π
4

=

√
2

4
π (5.4.35)

Beta 函数与 Gamma 函数联系紧密，因此想要学好 Beta 函数，就需要对 Gamma 函数的性质有
着较好的理解和掌握. 对于上题的积分，读者不需一定使用 Beta 函数做，也可以直接拆分分母或其它
方法计算.

This is the end of the book
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